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Виртуальная лаборатория сопротивления материалов 2021 

1. ИСПЫТАНИЕ ОБРАЗЦОВ МАТЕРИАЛОВ НА РАСТЯЖЕНИЕ 

 
Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальное определение механических характеристик: предела текучести 

σт, предела прочности σв, истинного сопротивления разрыву Sk, относительного удлинения 

δ и относительного сужения ψ образца материала после разрыва. 

 

Описание лабораторной установки 
Для определения механических характеристик материалов используют 

испытательные машины. Применяют разрывные и универсальные испытательные машины 

всех систем при условии их соответствия требованиям ГОСТ. Внешний вид 

испытательной машины с электромеханическим силовозбудителем представлен на 

рисунке 1.1. 

 
Рисунок 1.1 – Внешний вид лабораторной установки: 

1 – испытуемый образец; 2 – динамометр; 3 – захваты; 4 – траверса; 5 – ноутбук 

 

Краткие теоретические сведения 

При испытании на растяжение образец определенной формы и размеров из 

исследуемого материала прочно закрепляется своими концами (головками) в захватах 

испытательной машины и подвергается непрерывному плавному деформированию до 

разрушения. При этом регистрируется зависимость между растягивающей нагрузкой и 

удлинением расчетной части образца в виде диаграммы растяжения образца. Для 

испытаний на растяжение применяют стандартные образцы по ГОСТ 1497, который 

предусматривает семь типов образцов. Один из типов представлен на рисунке 1.2. 

 
 

Рисунок 1.2 – Геометрическая модель образца: 

d0 – диаметр расчетной части образца; l0 – длина расчетной части образца; l – длина 

рабочей части образца. 
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Отношение l0 к d0 должно быть строго определенным. В ГОСТ 1497 предусмотрено 

10
0

0 
d

l
 или 5

0

0 
d

l
. 

При проведении испытаний должны соблюдаться следующие основные условия: 

качественное центрирование образца в захватах испытательной машины, плавность 

деформирования, скорость перемещения активного захвата при испытании до предела 

текучести не более 0,1, за пределом текучести – не более 0,4 длины расчетной части 

образца в минуту, возможность приостанавливать нагружение с точностью до одного 

наименьшего деления шкалы силоизмерителя, плавность разгрузки.  

Диаграммы растяжения образцов из низкоуглеродистой стали (С≤0,3%), 

конструкционной стали (С ≥0,35%) и серого чугуна приведены на рисунках 1.3 а, 1.3 б и 

1.3 в. 

 
Рисунок 1.3 – Диаграммы растяжения образцов:  

низкоуглеродистая сталь (а), конструкционная сталь (б), чугун (в) 

 

Рассмотрим более подробно диаграмму растяжения образца из низкоуглеродистой 

стали (рисунок 1.4). На начальном участке диаграммы между силой F и удлинением ∆l 

соблюдается прямая пропорциональная зависимость – образец подчиняется закону Гука. 

 

Рисунок 1.4 – Диаграмма растяжения образца из низкоуглеродистой стали 
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 В некоторой точке диаграммы закон Гука нарушается: зависимость между силой и 

удлинением становится нелинейной. На диаграмме имеется горизонтальный участок, 

называемый «площадкой текучести». В этой стадии испытания образец удлиняется 

(деформируется) практически при постоянной силе. Это явление называется 

«текучестью», при этом образец деформируется равномерно по всей длине его рабочей 

части. Затем «площадка текучести» заканчивается, и начинается «участок упрочнения». В 

конечной точке этого участка достигается максимальная сила, которую может выдержать 

образец. Далее начинается «участок разрушения» или «участок местной текучести». На 

образце появляется местное утончение (шейка). Диаметр шейки уменьшается по мере 

деформирования образца, и образец разрывается по наименьшему сечению шейки. 

Если при испытании на растяжение нагружение приостановить, например, в точке 

Г диаграммы (рисунок 1.4) и осуществить разгрузку образца, то окажется, что диаграмма 

разгрузки и диаграмма предыдущего нагружения не совпадают. Линия разгрузки – 

прямая, параллельная начальному линейному участку диаграммы растяжения образца. 

Такой характер деформирования образца при его разгрузке называется законом разгрузки. 

При повторном нагружении диаграмма до точки Г совпадает с линией разгрузки, а 

затем будет совпадать с диаграммой растяжения образца при однократном нагружении. 

Такой характер деформирования называется законом повторного нагружения и 

заключается в прямой пропорциональной зависимости силы и удлинения, которая 

сохраняется до значения силы, достигнутой при первичном нагружении. 

При разгрузке образца в пределах участка ОА* законы нагружения, разгрузки и 

повторного нагружения совпадают. 

Удлинение образца при его деформировании за точкой A* диаграммы складывается 

из упругого и пластического удлинений (рисунок 1.4), т.е. 

пу lll  ,     (1.1) 

где ∆l, ∆lу, ∆lп – полное, упругое и пластическое удлинения расчетной части образца. 

При разгрузке образца, получившего упругое и пластическое удлинения, упругое 

удлинение уменьшается, в соответствии с законом разгрузки, а пластическое сохраняется 

неизменным. 

Диаграмма растяжения образца позволяет оценить поведение материала образца в 

упругой и упруго-пластической стадиях деформирования, а так же определить 

механические характеристики материала. 

Для получения численно сопоставимых между собой механических характеристик 

материалов диаграммы растяжения образцов перестраивают в диаграммы растяжения 

материалов, т.е. в зависимости между напряжением σ и деформацией ε, которые 

определяются по формулам 

0A

F
 ,      (1.2) 

0l

l
 ,      (1.3) 

где F – сила, действующая на образец; A0, l0 – начальная площадь поперечного сечения и 

начальная длина расчетной части образца. 

Диаграмма растяжения материала, полученная при этих условиях (без учета 

изменения размеров расчетной части образца), называется условной диаграммой 

растяжения материала в отличие от действительной диаграммы растяжения, которую 

получают с учетом изменений размеров образца. Диаграмма растяжения материала 

зависит от его структуры, условий испытаний (температуры, скорости деформирования). 

Для низкоуглеродистой стали диаграмма растяжения приведена на рисунке 1.5. 
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Рисунок 1.5 – Диаграмма растяжения материала (низкоуглеродистая сталь) 

В пределах участка ОА диаграммы соблюдается закон Гука, т.е. 

  E       (1.4) 

Коэффициент пропорциональности Е называется модулем упругости 1-го рода, или 

модулем Юнга. Он характеризует сопротивление материала упругим деформациям. Эта 

величина является постоянной упругости материала. 

Закон Гука нарушается в точке А диаграммы. Ордината этой точки имеет особое 

наименование – предел пропорциональности. 

 
Рисунок 1.6 – Определение условного предела пропорциональности 
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Пределом пропорциональности σпц называется наибольшее напряжение, до 

которого справедлив закон Гука. Воспользоваться этим определением предела 

пропорциональности для практического вычисления его значения, по существу, 

невозможно. Поэтому вводится понятие условного (технического) предела 

пропорциональности. Его оценивают как напряжение, при котором отступление от 

прямой пропорциональной зависимости между напряжением и деформацией достигает 

определенной величины. 

Условным (техническим) пределом пропорциональности называется напряжение 

σпц, при котором тангенс угла наклона касательной к кривой σ = f(ε) в 1,5 раза больше 

тангенса угла наклона линейного участка этой диаграммы (угол отсчитывается от оси σ) 

(рисунок 1.6). 

При некотором превышении предела пропорциональности все деформации 

продолжают оставаться упругими, т.е. полностью исчезающими, если напряжение снизить 

до нуля. Наибольшее напряжение, до которого все деформации в материале упругие, 

называется пределом упругости σу. На практике пользуются условным пределом 

упругости. 

Условным (техническим) пределом упругости σ0,01 называется напряжение, при 

котором остаточная (пластическая) деформация составляет 0,01%. Для нахождения на 

диаграмме точки A* (рисунок 1.7.), соответствующей пределу упругости, необходимо 

воспользоваться законом разгрузки и повторного нагружения. 

 
 

Рисунок 1.7 – Определение условного предела упругости 

 

Площадке текучести диаграммы растяжения низкоуглеродистой стали 

соответствует напряжение σт, называемое пределом текучести. Пределом текучести 

(физическим) σт называется напряжение, при котором в материале интенсивно 

накапливаются остаточные (пластические) деформации, причем этот процесс идет при 

почти постоянном напряжении. 

При отсутствии площадки текучести (диаграммы растяжения большинства 

материалов) определяют условный (технический) предел текучести. Условным 

(техническим) пределом текучести σ0,2 называется напряжение, при котором остаточная 

(пластическая) деформация составляет 0,2%. 
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Условный предел текучести определяется аналогично пределу упругости (рисунок 

1.8). 

 

 
 

Рисунок 1.8 – Определение условного предела текучести 

 

Участок ВГД диаграммы растяжения материала (рисунок 1.5) имеет максимум в 

точке Д. Ордината этой точки называется условным пределом прочности (временным 

сопротивлением) и определяется как: 

0

max
в

A

F
       (1.5) 

Для материалов, находящихся при данных условиях в пластичном состоянии, 

предел прочности σв не равен действительному напряжению в материале образца, так как 

к моменту достижения Fmax площадь поперечного сечения образца существенно 

уменьшается. До образования шейки (точка Д диаграммы) деформация расчетной части 

образца равномерная и состоит из упругой (обратимой) и пластической (остаточной) 

(рисунок 1.5). 

Напряженное состояние до образования шейки является одноосным: в площадках, 

совпадающих с поперечным сечением, имеются нормальные растягивающие напряжения, 

во всех площадках, перпендикулярных поперечному сечению, напряжения равны нулю. 

Существенно, что напряжения во всех точках одного сечения одинаковы, и внутренние 

силы во всех сечениях на рабочем участке равны. На конечном участке деформирования 

(после возникновения шейки) происходит локализация деформаций в шейке, в остальной 

части образца она практически не увеличивается. Деформация в шейке неоднородная, 

имеет высокий градиент вдоль оси образца. Напряженное состояние также становится 

неоднородным, кроме того, оно изменяется качественно – становится трехосным. Внутри 

шейки напряженное состояние – трехосное растяжение. 

Образец разрывается по наименьшему поперечному сечению шейки (рисунок 1.9) 

при напряжении, существенно превышающем предел прочности. Это напряжение 

называется истинным сопротивлением разрыву: 

min
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где Fраз – сила, при которой образец разрывается; Amin – площадь поперечного сечения 

шейки в месте разрыва: 

4

2

min
min

d
A


       (1.7) 

Пластические свойства материалов оцениваются двумя характеристиками: 

относительным удлинением после разрыва и относительным сужением после разрыва.  

Относительное удлинение после разрыва δ: 

%100
0

0раз





l

ll
 ,     (1.8) 

где lраз – длина расчетной части образца после разрыва, l – длина расчетной части образца 

до испытания. 

 Относительное сужение после разрыва ψ: 

%100
0

min0 



A

AA
 ,    (1.9) 

где A0 – площадь поперечного сечения расчетной длины образца до испытаний. 

 
Рисунок 1.9 – Эскиз разрушенного образца 

 

Методика определения механических характеристик материалов, имеющих 

диаграммы растяжения, отличные от диаграммы растяжения малоуглеродистой стали, 

остается без изменений. 

 

Обработка машинной диаграммы 

Диаграмма растяжения образца, отображаемая на экране ПЭВМ, называется 

машинной диаграммой растяжения образца и содержит значительную погрешность, 

вызванную методом измерения удлинения рабочей части образца. Удлинение рабочей 

части образца измеряется по перемещению подвижной траверсы испытательной машины. 

Для определения механических характеристик материала преобразованная машинная 

диаграмма, как правило, представляется двумя частями. Сначала диаграмма отображается 

полностью от начала деформирования образца до его разрушения, после чего диаграмма 

отображается от начала деформирования до конца площадки текучести. 

Последовательность обработки машинной диаграммы растяжения образца: 

1. Продолжить линейный (начальный) участок диаграммы до верхней и нижней 

границ координатной сетки (точки L и O). 

2. Вычислить масштабы диаграммы по осям F и ∆l (MF, Н/мм; M∆l, мм/мм). 

3. Определить упругое удлинение рабочей части образца для силы F0 по формуле 

0

0
0

AE

lF
l




 ,      (1.10) 

dmin 

lк 
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где F0, H – значение силы, соответствующее верхней границе координатной сетки; l, мм – 

расстояние между головками образца до испытания; E – модуль упругости (E = 2ˑ105 для 

стали); A0 – начальная площадь поперечного сечения образца: 

4

2

0
0

d
A





      (1.11) 

4. Отложить отрезок Δl0 в масштабе M∆l от точки L влево (точка N). 

5. Соединить точки O и N прямой. От этой прямой отсчитываются полные 

удлинения рабочей части образца. 

6. Аналогичные операции провести для полной диаграммы. 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Измерить диаметр d0 рабочей части испытуемого образца. Длину расчетной 

части образца l0 принять равной длине рабочей части образца l, т.е. равной расстоянию 

между головками образца. Изменение именно этого размера фиксирует на диаграмме 

испытательная машина в качестве ∆l . 

2. Провести испытание и получить машинную диаграмму. 

3. Измерить разрушенный образец (диаметр шейки dmin и конечную длину рабочей 

части lк). Для оценки конечной длины рабочей части следует соединить части 

разрушенного образца и измерить расстояние между его головками. 

4. Воспроизвести полученную машинную диаграмму деформирования на двух 

листах формата А4. Определить масштабы по осям машинной диаграммы.  

5. Обработать машинную диаграмму в соответствии со схемой, представленной 

ранее. 

Наметить на диаграмме шесть точек (А, Б, В, Г, Д, Е): 

- точка А соответствует условному пределу пропорциональности; 

- точка Б соответствует пределу текучести (физическому или условному); 

- точка В соответствует концу площадки текучести; 

- точка Г – промежуточная между точками В и Д; 

- точка Д соответствует максимальной силе Fmax; 

- точка Е соответствует разрыву образца. 

6. Результаты обработки занести в лабораторный журнал. Для представления 

результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 1.1–1.3. В качестве 

предела текучести и предела прочности принять напряжения, соответствующие точкам. Б 

и Д диаграммы (рисунок 1.5). 

7. По результатам обработки и расчетов построить диаграмму растяжения 

материалов. 

Таблица 1.1 – Геометрические размеры образцов до и после испытания на растяжение 

Материал 
Низкоуглеро-

дистая сталь 

Конструкционная 

сталь 
Серый чугун 

Диаметр образца до испытания d0, 

мм 
   

Длина расчетной части образца до 

испытания l0, мм 
   

Площадь поперечного сечения 

образца до испытания, A0, мм2 
   

Диаметр образца после испытания 

dк, мм 
   

Длина расчетной части образца 

после испытания lк, мм 
   

Площадь поперечного сечения 

образца после испытания, Aк, мм2 
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Таблица 1.2 – Результаты испытания образцов материалов на растяжение 

Точка 

диаг-

раммы 

Низкоуглеродистая  

сталь 

Конструкционная  

сталь 
Серый чугун 

F, кН Δl, мм σ, МПа ε F, кН Δl, мм σ, МПа ε F, кН Δl, мм σ, МПа ε 

А             

Б             

В             

Г             

Д             

Е             

 

Таблица 1.3 – Механические характеристики испытуемых материалов 

Материал σпц, МПа σт, МПа σу, МПа σв, МПа Sk, МПа δ, % ψ, % 

Низкоуглеродистая 

сталь 

       

Конструкционная 

сталь 

       

Серый  

чугун 

       

 

Контрольные вопросы 

1. Какой вид имеют диаграммы растяжения образцов низкоуглеродистой стали, 

конструкционной стали и чугуна? 

2. Как по диаграмме растяжения образца определить величины упругого и 

остаточного удлинений, соответствующих данной нагрузке? 

3. Что называется физическим и условным пределом пропорциональности? 

4. Какие механические характеристики определяют способность материала 

пластически деформироваться? 

5. Как на диаграмме растяжения образца изображаются линии промежуточной 

разгрузки и повторного нагружения? 
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2. ИСПЫТАНИЕ ОБРАЗЦОВ МАТЕРИАЛОВ НА СЖАТИЕ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальное определение механических характеристик: предела текучести 

σт низкоуглеродистой стали и предела прочности σв серого чугуна при сжатии. 

 

Описание лабораторной установки 

Для испытаний на сжатие применяют универсальные испытательные машины, 

удовлетворяющие требованиям ГОСТ 28840 (рисунок 2.1). Условия, которые должны 

соблюдаться при испытании на сжатие, те же, что и при испытании на растяжение, но 

предъявляются более высокие требования к центрированию образца и отсутствию 

взаимного перекоса нажимных плит, передающих силу на образец. Испытание на сжатие 

широко используется для определения механических характеристик малопластичных 

материалов, например, чугунов, инструментальных сталей, керамики и т.п. 

 

 
Рисунок 2.1 – Внешний вид лабораторной установки:  

1 – испытуемый образец; 2 – динамометр; 3 – нижняя плита; 4 – верхняя плита;  

5 – подвижная траверса; 6 – ноутбук 

 

Краткие теоретические сведения 

При испытании на сжатие образец стандартной формы и размеров из исследуемого 

материала помещается в приспособлении, установленном на испытательной машине, и 

подвергается непрерывному, плавному деформированию до заданного значения 

деформации или до разрушения. При этом регистрируется зависимость между 

сжимающей силой F и укорочением высоты h образца в виде диаграммы сжатия образца. 

Диаграмма сжатия образца позволяет оценить поведение материала образца в упругой и 

упругопластической стадиях деформирования и определить характеристики механических 

свойств материала. 

Испытание на сжатие образцов материалов проводится по ГОСТ 25.503. 

Применяются цилиндрические образцы четырех типов: три типа образцов с гладкими 

торцами и один – с выточками на торцах. Тип образцов выбирают в зависимости от 

определяемых характеристик. Для испытаний на сжатие используются, как правило, 
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короткие образцы с отношением высоты к диаметру в пределах 1–3 (рисунок 2.2). 

Применение высоких образцов недопустимо, т.к. такие образцы будут не только 

сжиматься, но и изгибаться. 

 

 
Рисунок 2.2 – Геометрическая модель образца 

Образцы должны быть тщательно изготовлены, в особенности соблюдены жесткие 

допуски на перпендикулярность оси образца к его торцам. Торцы образца должны быть 

тщательно шлифованы. 

Испытание на сжатие имеет характерные особенности, существенно отличающие 

его от испытания на растяжение: 

- образцы из пластичных материалов не разрушаются, получая значительную 

деформацию, превосходящую деформацию при разрыве в условиях растяжения; 

- результаты испытаний образцов на сжатие существенно зависят от отношения 

высоты образца к его диаметру; 

- на предел прочности и характеристики пластичности заметно влияют силы 

трения на опорных торцах образца. 

В процессе нагружения образца сжимающими силами его высота уменьшается, а 

диаметр увеличивается, причем по высоте образца его диаметр увеличивается 

неравномерно. Это приводит к существенному изменению формы – образец становится 

бочкообразным. Бочкообразность при сжатии возникает из-за трения между 

контактирующими поверхностями сжимаемого образца и приспособления. Трение 

препятствует поперечной деформации на торцах образца (рисунок 2.3). 

 
Рисунок 2.3 – Изменение формы образца при сжатии 

F 

h 

d0 
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 Напряженное состояние в образце, при развитой бочкообразности, не одноосное и 

неоднородное. Учесть эту неоднородность при обработке результатов испытаний на 

сжатие не представляется возможным, поэтому принимают, что по всему объему образца 

напряженное состояние однородное и одноосное. Таким образом 

0A

F
 ,      (2.1) 

где σ – нормальное напряжение в поперечном сечении, F – сила, действующая на образец, 

A0 – начальная площадь поперечного сечения. 

 Для того чтобы действительное напряженное состояние в образце соответствовало 

предполагаемому, необходимо уменьшить или исключить силы трения на торцах образца. 

Это достигается введением смазки на торцах образца (рисунок 2.4) или созданием 

конических торцевых поверхностей с углом α, равным углу трения между материалами 

образца и приспособления (рисунок 2.5). 

 

 
Рисунок 2.4 – Образец с торцевыми полостями 

 

 Можно сочетать приведенные приемы борьбы с силами трения. В качестве смазки 

применяют парафин, парафинированную бумагу, вазелин, тефлон и др. 

 
 

Рисунок 2.5 – Образцы с коническими торцами:  

с центральным отверстием (а); без отверстия (б) 

 

Полностью устранить силы трения между контактирующими поверхностями в 

процессе испытаний на сжатие не удается. В этом заключается принципиальный 

недостаток этих испытаний. 

Чем меньше отношение высоты образца к его диаметру, тем большее влияние 

оказывает трение на результаты испытаний. С этих позиций следовало бы проводить 

α α 

а) б) 

Полости для 

смазочного материала 
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испытания с применением возможно более длинных образцов. Однако при сжатии 

длинных образцов трудно избежать их изгиба. Оптимальным для цилиндрических 

образцов является отношение h/d0 = 1...3. 

Диаграмму сжатия материала получают тем же способом, что и диаграмму 

растяжения. Методика определения механических характеристик материала, таких как 

предел пропорциональности, предел упругости и предел текучести, полностью 

соответствует методике определения этих характеристик при испытании на растяжение. 

Предел прочности σв низкоуглеродистой стали при сжатии установить не удается, 

так как образец из такого материала сплющивается, оставаясь сплошным, т.е. не 

разрушается. 

Диаграмму сжатия материала получают из диаграммы сжатия образца, при этом 

принимают 

0A

F
 ,      (2.2) 

0h

h
       (2.3) 

Диаграмма сжатия низкоуглеродистой стали (рисунок 2.6 а) на участке упругих 

деформаций и общей текучести практически совпадает с диаграммой растяжения этого 

материала. На диаграмме сжатия отсутствует точка, соответствующая пределу прочности, 

поэтому предел прочности установить невозможно. Испытания на сжатие материала, 

находящегося в пластичном состоянии, прекращают при деформации, примерно равной 

50%. 

 
 

Рисунок 2.6 – Диаграммы сжатия образцов: 

низкоуглеродистая сталь (а); конструкционная сталь (б); чугун (в) 

 

Условные пределы пропорциональности σпц, упругости σ0.01, текучести σ0.2 

определяются тем же методом, что и при растяжении. 

Серый чугун в нормальных условиях находится в малопластичном состоянии, 

диаграмма сжатия серого чугуна приведена на рисунке 2.6 в. Строго говоря, на 

диаграммах растяжения и сжатия серого чугуна нет линейного участка, где соблюдается 

закон Гука, однако, отклонение от закона Гука невелико. 

F F F 

Δh Δh Δh 
а) б) в) 
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В отличие от низкоуглеродистой стали чугун при сжатии разрушается. Разрушение 

происходит по площадкам, наклоненным под углом 450 к оси образца, где возникают 

наибольшие касательные напряжения. 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Поместить стальной образец №1 между нажимными плитами приспособления, 

тщательно его центрируя. 

2. Плавно нагружать образец сжимающей силой. 

3. По машинной диаграмме сжатия отметить силу, соответствующую началу 

текучести материала.  

4. Продолжить нагружение образца до заметной бочкообразности (искажение 

цилиндрической формы). 

5. Разгрузить образец и извлечь его из приспособления. 

6. Установить стальной образец №2, поместив парафиновые прокладки между 

торцами образца и нажимными плитами приспособления. 

7. Повторить операции 2–5. Максимальная нагрузка должна быть такой же, как и 

для образца №1. 

8. Установить в приспособление образец чугуна. 

9. Плавно нагружать образец сжимающей силой до разрушения. Отметить 

разрушающую силу на машинной диаграмме сжатия. 

10. Разгрузить образец и извлечь его из приспособления. 

11. Найти предел текучести стали, предел прочности чугуна. 

12. По результатам обработки и расчетов построить диаграмму сжатия материалов. 

Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

2.1–2.3. 

 

Таблица 2.1 – Геометрические размеры образцов до и после испытания на сжатие 

Испытуемый образец 

Сталь  

(без смазки 

торцов) 

Сталь  

(с парафиновыми 

прокладками) 

Чугун 

Диаметр образца до испытания 

d0, мм 
   

Высота образца до испытания  

h0, мм 
   

Площадь поперечного сечения 

образца до испытания, A0, мм2 
   

Диаметр образца после 

испытания dк, мм 
   

Высота образца после испытания 

hк, мм 
   

Площадь поперечного сечения 

образца после испытания, Aк, мм2 
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Таблица 2.2 – Результаты испытания образцов материалов на сжатие 

Точка 

диаг-

раммы 

Сталь  

(без смазки торцов) 

Сталь  

(с парафиновыми 

прокладками) 

Чугун 

F, кН Δh, мм σ, МПа ε F, кН Δh, мм σ, МПа ε F, кН Δh, мм σ, МПа ε 

А             

Б             

В             

Г             

Д             

Е             

 

Таблица 2.3 – Механические характеристики испытуемых материалов 

Материал σпц, МПа σт, МПа σу, МПа σв, МПа 

Сталь 

    

Чугун 

    

 

Контрольные вопросы 

1. В чем заключаются особенности деформирования при сжатии образцов из 

пластичного и хрупкого материалов? 

2. Какие механические характеристики прочности получают при испытании и 

хрупкого материала? 

3. У каких материалов механические характеристики прочности на растяжение и 

сжатие практически одинаковы, у каких - различны? 

4. Для каких материалов испытания на сжатие являются основными? 

5. Опишите порядок выполнения испытания на сжатия образцов материалов. 
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3. ИСПЫТАНИЕ ОБРАЗЦОВ МАТЕРИАЛОВ НА КРУЧЕНИЕ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальное определение механических характеристик при чистом сдвиге: 

модуля сдвига G, предела текучести τт, предела прочности τв. 

 

Описание лабораторной установки 

При испытании на кручение образец из исследуемого материала прочно 

закрепляется головками в захватах испытательной машины и подвергается непрерывному 

плавному деформированию до разрушения. Для испытаний на кручение может быть 

использована любая испытательная машина, удовлетворяющая требованиям ГОСТ 3565. 

Схема испытательной машины представлена на рисунке 3.1. 

 

   
 

 
 

Рисунок 3.2 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – испытуемый образец; 2 – механизм нагружения; 3 – захваты;  

4 – защитный экран; 5 – измеритель момента; 6 – ноутбук 

 

 

Электродвигатель 

Измеритель 

угла 

Подвижная 

каретка 

Силовая рама 

Редуктор 
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Краткие теоретические сведения 

При проведении испытаний образцов на кручение должны соблюдаться следующие 

основные условия: качественное центрирование образца в захватах, плавность нагружения 

и разгружения, отсутствие продольной силы. 

Для испытаний на кручение применяют стандартные образцы по ГОСТ 3565. 

Можно использовать как сплошные, так и трубчатые образцы. Образец сплошного 

поперечного сечения представлен на рисунок 3.2. 

 
Рисунок 3.2 – Эскиз образца 

 

Конструкция головок образца должна обеспечивать передачу крутящего момента 

от активного захвата к рабочей части образца и от рабочей части к моментоизмерителю. 

Размеры образца: диаметр расчетной части d0, длина расчетной части l0, длина рабочей 

части l, при этом должно соблюдаться 00 dll   и 10
0

0 
d

l
 или 5

0

0 
d

l
. 

Испытание на кручение проводится как для пластичных, так и для малопластичных 

и хрупких материалов. При испытании на кручение на образцах не образуется шейка, 

вследствие чего крутящий момент возрастает до разрушения образца. Пластическая 

деформация равномерна по длине образца, цилиндрическая форма сплошного образца 

сохраняется до разрушения. 

Рассмотрим диаграмму кручения образца пластичного материала (рисунок 3.3 а). 

 
Рисунок 3.3 – Диаграммы кручения образцов:  

низкоуглеродистая сталь (а); серый чугун (б) 

 

На начальном участке диаграммы между крутящим моментом Mк и углом 

закручивания φ соблюдается прямая пропорциональная зависимость – образец 

деформируется линейно-упруго. Затем начинается «участок упрочнения», 

характеризующийся малым темпом увеличения крутящего момента и большим темпом 

приращения угла закручивания. Конечная точка диаграммы соответствует разрушению 

Мк 

0 φ 

Мк 

0 φ а) б) 

l 

l0 

d0 
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образца. Образцы из разных материалов при испытании на кручение разрушаются по-

разному: поверхность разрушения, перпендикулярная оси образца, указывает на 

разрушение от среза, винтовая поверхность – на разрушение от отрыва. 

Угол закручивания образца при его деформировании за пределами упругого 

участка диаграммы складывается из угла φу, соответствующего упругой деформации 

сдвига, подчиняющегося закону Гука, и угла закручивания φп, соответствующего 

пластической деформации сдвига, т.е. φ=φу+φп. 

Диаграмма кручения образца позволяет оценить поведение материала образца в 

упругой и упругопластической стадиях деформирования, определить механические 

характеристики материала при сдвиге. Для получения численно сопоставимых между 

собой механических характеристик материалов диаграммы кручения образцов 

перестраивают в диаграммы сдвига материалов. Диаграммой сдвига материала называется 

зависимость между касательными напряжениями τ, возникающими в материале при 

чистом сдвиге, и соответствующими углами сдвига γ. 

Касательные напряжения в образце круглого поперечного сечения в пределах 

упругости пропорциональны расстоянию точки от оси образца: 

r
I

M

P

 к ,      (3.1) 

где Mк – крутящий момент, IP – полярный момент инерции круглого сечения, r – 

расстояние точки от оси образца. 

Наибольшие касательные напряжения при кручении образца круглого поперечного 

сечения возникают в точках поперечного сечения у внешней цилиндрической 

поверхности и в пределах применимости закона Гука вычисляются по формуле: 

PW

M к
max  ,      (3.2) 

где WP – момент сопротивления кручению круглого сечения. 

Диаграмма сдвига материала строится по диаграмме кручения образца. 

В начальной части диаграмма сдвига линейная, т.е. касательное напряжение τ 

пропорционально углу сдвига γ. Закон пропорциональности, называемый законом Гука 

при сдвиге, может быть записан в виде: 

  G ,      (3.3) 

где коэффициент пропорциональности G называется модулем сдвига или модулем 

упругости 2-го рода. Он характеризует сопротивление материала упругим деформациям и 

является упругой постоянной. Отметим, что три постоянные упругости (модуль Юнга E, 

модуль сдвига G и коэффициент Пуассона ν) не являются независимыми, а связаны между 

собой соотношением: 

 v

E
G




12
      (3.4) 

Закон Гука при сдвиге выполняется до напряжения, именуемого пределом 

пропорциональности τпц. 

Для определения модуля сдвига G воспользуемся зависимостью угла закручивания 

φ от крутящего момента Мк: 

PIG

aM




 к ,      (3.5) 

где a – расстояние между сечениями образца, взаимный угол поворота которых 

измеряется. 

 Отсюда: 
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PI

aM
G







к       (3.6) 

Измеряя углы закручивания φ, соответствующие значениям крутящего момента Mк, 

можно вычислить модуль сдвига G. 

Следует обратить внимание на различный характер разрушения при нагружении 

крутящим моментом образцов, изготовленных из пластичного (низкоуглеродистая сталь) 

и хрупкого (чугун) материала. Пластичный образец разрушается по поперечному сечению 

за счет сдвиговых напряжений («срез»), а хрупкий – по винтовой поверхности, 

наклоненной к оси образца под углом 450, где действуют наибольшие растягивающие 

напряжения («отрыв»). 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Измерить и записать диаметр рабочей части и рабочую длину стального и 

чугунного образцов. 

2. Установить стальной образец в захваты машины.  

3. Выполнить процедуру нагружения образца до его разрушения. 

4. Зафиксировать значение разрушающего момента. 

5. При необходимости, воспроизвести полученный график на листе бумаги 

формата A4. 

6. Установить чугунный образец в захваты машины. 

7. Повторить пункты 3-5 для чугунного образца. 

8. Начертить эскизы разрушенных образцов и построить диаграммы кручения 

стали и чугуна. 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицу 

3.1. 

Таблица 3.1 – Результаты испытания образцов материалов на кручение 

Точка 

диаграммы 

Стальной образец Чугунный образец 

Крутящий 

момент Мк, Н·м 

Угол 

закручивания φ 

Крутящий 

момент Мк, Н·м 

Угол 

закручивания φ 

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

Контрольные вопросы 
1. Какова цель испытания образцов материалов на кручение? 

2. Какие образцы применяются при испытании на кручение? 

3. Опишите принцип работы испытательной машины для испытания образцов 

материалов на кручение. 

4. В чем принципиальное отличие диаграмм кручения образцов стали и чугуна? 

5. Что такое предел текучести при кручении? 
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОСТОЯННЫХ УПРУГОСТИ ИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальное определение модуля упругости Е и коэффициента Пуассона v 

изотропного материала. 

 

Описание лабораторной установки 

В качестве объекта испытаний используется стержень прямоугольного сечения 

(размеры сечения: 50 × 3 мм), закрепленный в захватах испытательной машины (рисунок 

4.1) и нагруженный продольной силой F. 

 

 

 
 

 

Рисунок 4.1 – Внешний вид лабораторной установки: 

1 – испытуемый стержень; 2 – динамометр, 3 – верхний захват; 

4 – нижний захват; 5 – тензорезисторы; 6 – ноутбук; 7 – тарировочная балка;  

8 – индикатор часового типа (Kf=0,01); 9 – грузы; 10 – измеритель деформаций 

 

 Краткие теоретические сведения 

На образец до испытаний наклеиваются два тензорезистора (рисунок 4.2): один в 

продольном направлении (для измерения продольной деформации εz) другой – в 

поперечном (для измерения поперечной деформации εx). Оба тензорезистора фольгового 

типа. Схема тензорезистора приведена на рисунке 4.3. 
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Рисунок 4.2 – Расположение тензорезисторов на стержне: 

1 – стержень, 2 – поперечный тензорезистор, 3 – продольный тензорезистор 

 
 

Рисунок 4.3 – Схема тензорезистора: 

1 – подложка, 2 – тензочувствительный элемент, 3 – выводные проводники 

 

Принципиальная схема подключения тензорезисторов к измерителю деформаций 

приведена на рисунке 4.4. Температурная компенсация осуществляется включением в 

одно из плеч мостовой схемы компенсационного тензорезистора (R2), который наклеен на 

брусок из того же материала, что и испытуемый образец, но не нагружается в процессе 

испытаний. 

1 2 3 

y 

x 

z 
F 

F 

a 

b 

1 

2 
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Рисунок 4.4 – Принципиальная схема прибора для измерения деформаций с помощью 

тензорезисторов: R1 – сопротивление рабочего тензорезистора; R2 – сопротивление 

компенсационного тензорезистора; R3, R4 – сопротивления, встроенные в прибор;  

S – шкала реохорда; Г – гальванометр 

 

Лабораторная установка оснащена приспособлением для проведения градуировки 

измерителя деформаций (рисунок 4.5). 

 
Рисунок 4.5 – Устройство для градуировки шкалы измерителя деформации: 

1 – балка, 2 – тензорезистор, 3 – прогибомер 
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 Закон Гука определяет пропорциональность между напряжениями и упругими 

деформациями: 

zz E   ,      (4.1) 

где E – модуль упругости 1-го рода. 

 Закон Гука справедлив до напряжения σпц, называемого пределом 

пропорциональности материала. 

 При осевом нагружении стержня имеют место не только продольные (σz), но и 

поперечные деформации (σx, σy). 

 При нагружении образца до предела пропорциональности материала отношение 

между поперечной и продольной деформациями оказывается постоянным. Абсолютное 

значение отношения поперечной деформации к продольной называется коэффициентом 

Пуассона или коэффициентом поперечной деформации: 

z

xv









прод

попер
     (4.2) 

Модуль упругости и коэффициент Пуассона полностью определяют упругие 

свойства изотропного материала. 

Постоянные упругости материала могут быть определены экспериментально 

динамическим и статическим методами. В настоящее время считается, что динамический 

метод позволяет получить постоянные упругости с более высокой точностью, чем 

статический метод. Динамический метод основан на зависимости частоты колебаний 

исследуемого образца (резонансные методы) или скорости звука в нем (импульсные 

методы) от констант упругости. Статический метод предполагает плавное нагружение 

образца материала с одновременным измерением продольной и поперечной деформаций. 

Для измерения деформаций используются приборы, называемые тензометрами. 

Разработаны и применяются различные типы тензометров: механические, оптические, 

пневматические, электрические и другие. Наибольшее распространение получили 

электрические тензометры. Их действие основано на изменении параметров 

электрической цепи тензометра (сопротивления, емкости или индуктивности) в 

соответствии с измеряемой деформацией. В настоящей экспериментальной работе 

применены электротензометры сопротивления. Электротензометр сопротивления состоит 

из двух частей: тензорезистора (рисунок 4.3) и регистрирующего прибора (электронного 

измерителя деформаций). 

Тензорезисторы прочно приклеиваются к внешней поверхности образца. При 

деформации образца деформируются и тензорезисторы, вследствие чего изменяется их 

электрическое сопротивление. 

Широко распространены проволочные и фольговые тензорезисторы. 

Тензочувствительные элементы проволочных тензорезисторов выполняются в виде 

петлеобразной решетки из тонкой (диаметром 0,01–0,03 мм) проволоки. 

Тензочувствительные элементы фольговых тензорезисторов выполнены из тонкой фольги 

(толщина 0,005–0,01 мм). Фольговые тензорезисторы по сравнению с проволочными 

имеют лучшие метрологические характеристики. В качестве материалов 

тензочувствительного элемента применяются: константан (Cu 58,5%, Ni 40%, Mn 1,5%), 

элинвар (Ni 36%, Cr 8%, Fe 56%), нихром (Ni 80%, Cr 20%) и другие сплавы. 

Конструктивно тензорезисторы (рисунок 4.3) состоят из лаковой, бумажной или 

металлической подложки, на которой при помощи клея укреплен тензочувствительный 

элемент. Тензорезистор присоединяется к измерителю деформации при помощи 

припаянных к нему выводных проводников. 

Важной характеристикой тензорезистора является его базa. В настоящее время 

применяются проволочные тензорезисторы с базой от 3 до 50 мм, фольговые 
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тензорезисторы имеют базу от 0,3 до 100 мм. Применение тензорезисторов той или иной 

базы связано с характером деформированного состояния исследуемого объекта. Чем выше 

градиент изменения деформаций, тем меньше должна быть база применяемых 

тензорезисторов. 

Измеритель деформации (рисунок 4.4) чаще всего собран по мостовой схеме. При 

использовании тензорезисторов важным является вопрос температурной компенсации, так 

как изменение температуры вызывает изменение электрического сопротивления 

тензорезистора. Температурная компенсация осуществляется введением 

компенсационного тензорезистора в соответствующее плечо мостовой схемы. 

Компенсационный тензорезистор приклеивается к свободному от нагрузки бруску 

материала той же марки, что и материал исследуемого объекта, и помещается в те же 

температурные условия, что и рабочий тензорезистор. Компенсационный тензорезистор 

выбирается из той же партии, что и рабочий. 

 

Градуировка электронного измерителя деформации 

Для определения деформации при помощи тензорезистора необходимо знать цену 

деления шкалы измерителя деформации. Процесс определения цены деления шкалы 

прибора называется его градуировкой. Градуировка осуществляется при помощи 

специальных приспособлений – градуировочных балок (рисунок 4.5). Часто используется 

балка равного сопротивления изгибу. Это консольная балка, имеющая клиновидную 

форму в плане при постоянной толщине. 

Кривизна упругой линии балки: 

x

x

IE

M






1
,      (4.3) 

где ρ – радиус кривизны дуги упругой линии балки, Mx – изгибающий момент, E – модуль 

Юнга, Ix – момент инерции сечения относительно оси х. 

 У балки равного сопротивления изгибу: 

zPM x  ,      (4.4) 

12

2
2

12

3
3 htgz

bh
I x







 (α – угол клина),  (4.5) 

 

const

htgE

P





3

2

121


    (4.6) 

т. е. упругая линия является окружностью, поэтому деформации на верхней и на нижней 

поверхностях балки одинаковы по длине. 

 На верхнюю и нижнюю поверхности клиновидной части балки наклеиваются 

тензорезисторы, которые выбираются обязательно из той же партии, что и рабочие 

тензорезисторы, т.е. наклеенные на исследуемый образец. 

При градуировке деформация εz определяется двумя независимыми способами – 

электротензометром и механическим прибором (прогибомером). Сопоставляя показание 

электротензометра с величиной деформации, измеренной механическим прибором, можно 

найти цену деления шкалы измерителя деформации. 

Деформацию εz можно определить с помощью механического прогибомера, схема 

которого приведена на рисунке 4.6. Непосредственно прогибомер позволяет измерить 

стрелу прогиба f градуировочной балки на базе a. Необходимо связать стрелу прогиба f с 

деформацией εz верхней поверхности балки (рисунок 4.7). 

 

 



 

   25 

 

Виртуальная лаборатория сопротивления материалов 2021 

f 
a 

a / 2 

1 

2 

3 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 4.6 – Схема прогибомера:  

1 – балка; 2 – основание прогибомера; 3 – индикатор часового типа 

 

 
Рисунок 4.7 – Схема измерения прогиба градуировочной балки 
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 На рисунке 4.7 треугольник ОВС – прямоугольный: ОС2 = ВС2 + ОВ2 

 2

2

2

2
f

a









  ,    (4.7) 

02
4

2
2

 ff
a

      (4.8) 

Величина f 2 мала по сравнению с другими слагаемыми, ею можно пренебречь. 

Тогда 

f

a

8

2

       (4.9) 

Деформация в точках верхней грани 






2

2 h

d

dd
h

z 











 ,   (4.10) 

откуда 

2

4

a

hf
z


       (4.11) 

С другой стороны, деформация εz, измеряемая тензорезистором, составляет 

 nKz  ,      (4.12) 

где Kε – цена деления шкалы измерителя деформации, nε – число делений шкалы 

измерителя информации. 

Для цены деления получаем 

2

4

an

hf
K








       (4.13) 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Градуировка электронного измерителя деформации: 

1.1. Подключить к измерителю деформации тензорезистор №3, установленный на 

градуировочной балке; 

1.2. Нагружать градуировочную балку последовательно силами P равными 0, 20, 40 

H, снимая каждый раз показания прогибомера и измерителя деформаций. 

1.3. Вычислить цену младшего разряда цифрового измерителя деформаций, 

которую использовать в основном опыте. 

2. Определение модуля упругости и коэффициента Пуассона: 

2.1. Подключить к измерителю деформаций тензорезистор №1 (продольный), 

установленный на образце. 

2.2. Нагрузить образец последовательно силами 5, 10, 15, 20 кН, снимая каждый раз 

показания прогибомера. 

2.3. Разгрузить образец. 

2.4. Подключить к измерителю деформаций тензорезистор №2 (поперечный), 

установленный на образце. 

2.5. Повторить пункты 2.2 и 2.3 

2.6. Вычислить коэффициент Пуассона v и модуль упругости Е. 

Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

4.1–4.2. 
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Таблица 4.1 – Результаты градуировки электронного измерителя деформаций 

Нагрузка P, Н 
Показания прогибомера 

Показания измерителя 

деформации 

nf Δnf nε Δnε 

0     

20     

40     

ΔP = 20 Н Среднее  fn  Среднее  n  

Прогиб градуировочной балки на ступень нагружения  ff nKf  

Линейная деформация балки на ступень нагружения  24 ahf  

Цена деления шкалы измерителя деформаций    nK  

 

Таблица 4.2 – Результаты определения модуля упругости и коэффициента Пуассона 

Нагрузка P, кН 

Показания измерителя деформации 

Продольный тензорезистор Поперечный тензорезистор 

nl Δnl nt Δnt 

5     

10     

15     

20     

ΔP = 5 кН Среднее  ln  Среднее  tn  

Приращения прод. деф-ции на ступень нагружения  lzl nK  

Приращения попер. деф-ции на ступень нагружения  txt nK  

Коэффициент Пуассона  ltzxv   

Приращения нормального напряжения на ступень нагружения  0APz  

Модуль упругости первого рода (модуль Юнга)  zzE   

 

Контрольные вопросы 
1. Сформулируйте закон Гука при центральном растяжении-сжатии и приведите 

формулу этого закона. 

2. Что такое модуль Юнга и в чем он измеряется? 

3. Что такое коэффициент Пуассона и какую размерность он имеет? 

4. Опишите порядок выполнения эксперимента по определению модуля Юнга и 

коэффициента Пуассона. 

5. Что представляет собой тензорезистор? 
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5. ПРЯМОЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЯ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальная проверка закона распределения нормальных напряжений в 

поперечном сечении стрежня при чистом изгибе. Определение перемещения сечения 

стержня, сравнение экспериментальных данных с результатами расчетов. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки является: стержень двутаврового 

сечения из алюминиевого сплава, установленный на двух опорах (рисунок 5.1). 

Нагружение стержня осуществляется через коромысло, которое одновременно является 

упругим элементом силоизмерителя. 

 

 
Рисунок 5.1 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – двутавровая балка; 2 – винт механизма нагружения; 3 – коромысло; 4 – индикаторы 

часового типа (Kf=0,01); 5 – тензорезисторы; 6 – измеритель деформаций (Kε=13,4·10–7) 

l / 3 l / 3 

l / 2 

l  

l / 4 

A  

I

  

I
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Средняя часть стержня (между опорами коромысла) находится в условиях чистого 

изгиба. В среднем сечении (I-I) стержня наклеены семь тензорезисторов (рисунок 5.2) 

фольгового типа. Тензорезисторы установлены в направлении продольной оси z и 

позволяют измерить деформацию εz в соответствующих точках. 

 
Рисунок 5.2 – Схема расположения тензорезисторов в сечении I-I 

 

Над одним из сечений стержня установлен прогибомер, представляющий собой 

индикатор часового типа, закрепленный на стойке. Установка комплектуется 

электронным измерителем деформации. 

  

Краткие теоретические сведения 

Техническая теория чистого изгиба стержня основывается на следующих 

гипотезах: 

– гипотеза плоских сечений, согласно которой поперечные сечения стержня, 

плоские до деформации, остаются плоскими и после деформации. 

– гипотеза о ненадавливании продольных волокон, т.е. продольные слои в стержне 

при чистом изгибе стержня не взаимодействуют в перпендикулярном по отношению к 

ним направлении, поэтому на площадках, параллельных оси стержня нормальные 

напряжения равны нулю, следовательно, напряженное состояние при чистом изгибе 

стержня может считаться одноосным. 

При изгибе стержня в нем образуются две зоны: зона растяжения и зона сжатия. 

Границей между зонами растяжения и сжатия является продольный слой, называемый 

нейтральным. Этот слой искривляется, но его длина не изменяется. 

Введем прямоугольную систему координат (x, y, z), где x и y – центральные оси 

сечения (ось y лежит в плоскости изгибающего момента, а ось x – в нейтральном слое). 

На основании гипотезы плоских сечений можно сделать вывод о характере 

изменения длины продольных слоев: удлинения Δl прямо пропорциональны y. Так же 

изменяются и относительные деформации εz, поскольку длина всех волокон стержня до 

деформации одинакова. 

Напряжения связаны с деформациями законом Гука для одноосного напряженного 

состояния: 

zz E         (5.1) 

где σz – нормальное напряжение в поперечном сечении стержня, E – модуль упругости 1-

го рода. 

 Теоретические значения нормальных напряжений определяют по формуле: 

N1 

N2 

N3 

N4 

N5 

N6 

N7 

I 

I 

40 

40 

20 

20 
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y
I

M

x

x
z  ,      (5.2) 

где Mx – изгибающий момент в сечении относительно оси x; Ix – осевой момент инерции 

сечения относительно оси x; y – ордината точки, в которой определяют напряжение. 

 Значение нормальных напряжений, вычисленных по теоретической формуле и по 

измеренным деформациям, должны совпадать. 

  

Определение перемещения точки А 

Определим перемещение точки А, используя универсальное уравнение упругой 

линии (метод Коши-Крылова). Расчетная схема стержня и эпюры поперечных сил Qy и 

изгибающих моментов Mx приведены на рисунке 5.3. 

 
Рисунок 5.3 – Расчетная схема стержня и эпюры Qy и Mx 

 

 Дифференциальное уравнение упругой линии имеет вид: 

 

 zMIE xx         (5.3) 

 

Универсальное уравнение упругой линии записываем в форме: 

321 3
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По существу здесь три уравнения для участков 1, 2 и 3, вложенные одно в другое. 

Такой способ записи приводит к равенству постоянных интегрирования на всех трех 

участках. После двойного интегрирования имеем: 
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3
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Граничные условия: 

1. z = 0, υ = 0 

2. z = l, υ = 0 

Условие 1 подставляем в уравнение для 1-го участка, откуда С2 = 0. 

Условие 2 подставляем в уравнение для 3-го участка: 
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Окончательное уравнение упругой линии приобретает вид: 
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Точка А находится на 1-м участке, поэтому координату 
4

l
z A   подставляем в 

уравнение для 1-го участка: 
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Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Включить электронный измеритель деформаций за несколько минут до начала 

эксперимента. 

2. Вывести на нуль стрелку прогибомера. 

3. Снять отсчеты по всем семи тензорезисторам при нулевой нагрузке. 

4. Вращая винт 2 (рисунок 5.1), увеличивать нагрузку ступенями: 1000Н, 2000Н, 

3000Н. Величина нагрузки определяется по показаниям индикатора, соединенного с 

нагружающим устройством: 

1000Н – 0,30 мм 

2000Н – 0,60 мм 

3000Н – 0,90 мм. 

При каждом из трех значений нагрузки снимать показания по шкалам прогибомера 

и электронного измерителя деформаций для каждого из семи тензорезисторов. 

5. Провести обработку результатов эксперимента.  

6. Сопоставить теоретические и экспериментальные результаты и определить 

погрешность эксперимента. Построить эпюру нормальных напряжений сечения балки. 

Примечание: не рекомендуется принимать в расчет разницу отсчетов по 

прогибомеру при изменении нагрузки от 0 до 1000 Н, т. к. на этом участке происходит 

выбор зазоров в системе, не имеющий отношения к перемещению сечения под действием 

нагрузки. 

Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

5.1–5.2. 
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Таблица 5.1 – Результаты теоретического определения напряжений в точках сечения I-I 

балки 

№ точки 1 2 3 4 5 6 7 

Координата 

точки y, мм 
       

Напряжение 

σ, МПа 
       

Таблица 5.2 – Экспериментальные результаты определения напряжений в сечении I-I и 

перемещения сечения A 

Номер 

тензорезистора 

Нагрузка F, Н 
in  

ii nK    ii E    

0  1000 2000 3000 

1 
n1     

   
Δn1     

2 

n2     

   
Δn2     

3 

n3     

   
Δn3     

4 

n4     

   
Δn4     

5 

n5     

   
Δn5     

6 

n6     

   
Δn6     

7 

n7     

   
Δn7     

Проги-

бомер 

nf     
 fn   ffA nKV  

Δnf     

Контрольные вопросы 

1. Что называется чистым и поперечным изгибом? 

2. Как определяются главные напряжения при прямом поперечном изгибе балки? 

3. Как теоретически определяются нормальные напряжения в поперечных сечениях 

балки при прямом изгибе? 

4. Для каких точек двутаврового сечения балки следует производить 

дополнительную проверку прочности по главным и максимальным напряжениям? 

5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 
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6. КОСОЙ ИЗГИБ СТЕРЖНЯ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Определение напряжения в точке стержня прямоугольного поперечного сечения и 

полного перемещения сечения при косом изгибе. Сравнение результатов эксперимента и 

расчета. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки является консольно-закрепленный 

стержень (рисунок 6.1), нагруженный вертикальной силой. 

 

 
Рисунок 6.1 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – стержень; 2 – угломерная шкала; 3 – группа тензорезисторов; 4 – индикатор часового 

типа (Kf=0,01); 5 – гири; 6 – измеритель деформаций 
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Конструкция опоры позволяет поворачивать стержень относительно его 

продольной оси и закреплять его в установленной позиции. Положение стержня 

контролируется посредством угловой шкалы, нанесенной на подвижную часть опоры 

стержня. 

Отсчет угла φ осуществляется от вертикали. На свободном конце стержня на 

цилиндрическом шарнире установлена подвеска, на которую укладываются грузы при 

нагружении стержня. Конструкция подвески позволяет прикладывать силу только 

вертикального направления. 

В сечении стержня I (рисунок 6.2) наклеены в продольном направлении четыре 

тензорезистора типа ФКПА-1-100 (фольговые, с базой 10мм и сопротивлением 100 Oм). 

 
Рисунок 6.2 – Схема расположения тензорезисторов в сечении I 

 

У свободного конца стержня на опорной плите стенда установлена стойка, на 

которой укреплены два индикатора часового типа. Индикаторы позволяют измерить 

горизонтальную и вертикальную составляющие полного перемещения точки С. 

Установка комплектуется электронным измерителем деформаций. 

 

Краткие теоретические сведения 

Техническая теория косого поперечного изгиба стержня основывается на двух 

гипотезах: гипотезе плоских сечений и гипотезе о «ненадавливании» продольных слоев 

друг на друга в направлениях, перпендикулярных к ним, т.е. на тех же гипотезах, что и 

теория чистого прямого изгиба. 

Чистым косым изгибом стержня называется такой, при котором внутренние силы в 

поперечном сечении стержня приводится только к изгибающему моменту, плоскость 

действия которого не содержит ни одну из главных центральных осей инерции 

поперечного сечения стержня при изгибе. 

Плоскость, в которой действует изгибающий момент, обычно называется силовой. 

В отличие от прямого изгиба изогнутая ось стержня не лежит в силовой плоскости, т.е. 

деформирование стержня при косом изгибе происходит не в плоскости изгибающего 

момента, а в плоскости, повернутой относительно силовой на некоторый угол в сторону 

плоскости наименьшей жесткости стержня при изгибе. 

x 

y 
N1 

N4 

A 

N3 

N2 

h 

b 



 

   35 

 

Виртуальная лаборатория сопротивления материалов 2021 

Так как гипотеза плоских сечений справедлива, то поперечное сечение 

поворачивается относительно нейтральной оси, оставаясь плоским. Нейтральная линия 

при косом изгибе не перпендикулярна силовой плоскости. 

Косой изгиб рассматривается как одновременный изгиб в двух плоскостях zx и zy, 

где оси x и y – главные центральные оси инерции поперечного сечения стержня. Для этого 

изгибающий момент M раскладывается на составляющие относительно осей x и y. 

Нормальное напряжение в точке поперечного сечения вычисляется как алгебраическая 

сумма напряжений, обусловленных моментами Mx и My, т. е. 

x
I

M
y

I

M

y

y

x

x  ,     (6.1) 

где Mx, My – изгибающие моменты относительно осей x, y; Ix, Iy – осевые моменты 

инерции площади поперечного сечения стержня относительно осей x, y; x, y – координаты 

точки. 

 Наибольшие напряжения возникают в точках сечения, наиболее удаленных от 

нейтральной линии. 

 При косом изгибе полное перемещение точки определяется как 
22  uf ,     (6.2) 

где u – проекция полного перемещения точки на ось x; υ – проекция полного перемещения 

точки на ось y. 

 Рассмотрим косой изгиб стержня. 

Изгибающий момент M в сечении I 

IlFM        (6.3) 

Составляющие момента относительно главных центральных осей инерции x и y 

 coscos  Ix lFMM     (6.4) 

 sinsin  Iy lFMM     (6.5) 

Определим напряжение в точке А. Поскольку каждый из моментов Mx и My 

вызывает в этой точке наибольшие растягивающие напряжения, и так как h=2b 

33
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  sin2cos
2

3
3





b

lF I
A

    (6.7) 

При φ = 450, F = 10 Н, lI = 650 мм, b = 12 мм, σА = 11,98 МПа. 

Определим полное линейное перемещение точки С. 

Рассмотрим консольный брус длины l, жесткости EIx, нагруженный на свободном 

конце силой Р, в условиях прямого изгиба в плоскости zy. 

Для определения перемещения точки K, расположенной на конце бруса, 

воспользуемся дифференциальным уравнением упругой линии, поместив начало 

координат в заделке. 

 

x

x

EI

zM
f  ,      (6.8) 

   lzPzM x  ,         (6.9) 

 

xEI

lzP
f


 ,      (6.10) 

Проинтегрируем полученное дифференциальное уравнение 
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1
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Граничные условия: 

1. z = 0, f = 0 ⇒ C2 = 0 

2. z = 0, f ' = 0 ⇒ C1 = 0 

Окончательно получаем 


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
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
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Полагая zk = l, получаем 

x

k
EI

Pl
f

3

3

       (6.14) 

Рассмотрим стержень, используемый в настоящей экспериментальной работе. 

Проекции полного перемещения точки С на оси x и y 
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 ,     (6.15) 
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Полное перемещение точки С стержня 

2
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2

23
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Для φ = 450 и Ix = 4Iy 

y

c
EI

F
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


12

17sin
     (6.18) 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Для градуировки измерителя деформации необходимо установить балку в 

положение прямого изгиба (φ=00 или φ=900). Выгоднее располагать балку так, чтобы 

изгиб происходил в плоскости наименьшей жесткости, тогда отсчеты будут больше, и 

точность выше.  

2. Нагружая балку через 10 Н от 0 до 40 Н, снять показания измерителя 

деформации для тензорезисторов, расположенных на верхней и нижней поверхности 

балки, на каждой ступени нагрузки. 

3. Повернуть балку вокруг оси до рабочего положения (чаще всего 450 с 

вертикалью). 

4. Последовательно нагружая балку силами 0, 10 Н, 20 Н, 30 Н, 40 Н, снимать при 

каждой нагрузке значения показаний измерителя деформаций для всех четырех 

тензорезисторов, а также горизонтального и вертикального индикаторов, установленных 

на конце балки. 

5. Провести теоретические расчеты и обработку результатов эксперимента. 

6. Сравнить результаты расчета и эксперимента. 

Для представления результатов рекомендуется использовать таблицы 6.1–6.2. 
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Таблица 6.1 – Результаты градуировки измерителя деформации 

Номер 

тензорезистора 

Нагрузка F, Н 

in  
2

 


in
n  

0 10 20 30 40 

1 
n1      

 

 
Δn1      

2 
n2      

 
Δn2      

Эксперим. значение линейной деф-ции на ступень нагружения   nK  

Теоретическое значение линейной деф-ции на ступень нагружения  E  

Нормальное напряжение  xIxx WlFWM  

Цена деления шкалы измерителя деформации      nEK  

 

Таблица 6.2 – Экспериментальные значения по напряжениям и перемещениям 

 

Контрольные вопросы 

1. Какой вид нагружения называется изгибом? 

2. В чем принципиальное различие между плоским и косым изгибом? 

3. Как определить величину и направление полного прогиба при изгибе балки? 

4. Какие геометрические характеристики используются для определения прогиба 

балки? 

5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 

  Нагрузка F, Н 
in  

ii nK    
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 vn   vfv nKf  
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гориз. 
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 hn   hfh nKf  
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Норм. напряжение в т.А на ступень нагружения 












 





22

4321 
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Полное перемещение т.С на ступень нагружения  22

hvC fff  
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7. ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В ПЛОСКОЙ РАМЕ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Определение значений напряжений, перемещений и опорных реакций в статически 

определимой и статически неопределимой плоской раме. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки является плоская рама (рисунок 

7.1), состоящая из трех жестко скрепленных между собой стержней прямоугольного 

поперечного сечения. Материал стержней – сталь марки 45. Рама имеет следующие 

размеры: l = 300 мм, h = 5 мм, b = 30 мм, a = 150 мм.  

 

 
 

 
 

Рисунок 7.1 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – плоская рама; 2 – индикаторы часового типа (Kf=0,01); 3 – гири;  

4 – механизм нагружения (Ks=0,4 Н/мм); 5 – измеритель деформаций (Kε=5·10–7) 

 

Рама установлена на двух шарнирных опорах, накладывающих на раму три связи. 

Конструкция опоры А позволяет наложить дополнительно горизонтальную связь, т.е. 

позволяет осуществить переход к статически неопределимой плоской раме. 

Кинематическая схема опоры А показана на рисунке 7.1. Грузы, неподвижно 

закрепленные на винте, могут перемещаться при вращении винта вдоль его оси. Шкала S, 

l 

b 

h 
x 

B-B 

Тензодатчики 

l 

a a 
B 

A 

l 

S 
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закрепленная параллельно оси винта, указывает расположение грузов относительно их 

исходного положения. Момент, создаваемый грузами относительно оси вращения 

рычажной системы, преобразуется этой системой в горизонтальное усилие, действующее 

на раму в опоре А. Для измерения горизонтального перемещения опоры А используется 

прогибомер-индикатор часового типа, закрепленный на кронштейне. 

В сечении В рамы наклеены два тензорезистора типа КФП1-10-100 (фольговые, 

база 10 мм, сопротивление 100 Ом), которые служат для измерения деформаций в этом 

сечении рамы. 

Тензорезисторы соединены с электронным измерителем деформаций. 

Нагружение рамы осуществляется гирями массой 1 кг. 

Краткие теоретические сведения 

1. Статически определимая плоская рама. 

 
 

Рисунок 7.2 – Расчетная схема статически определимой плоской рамы 

Плоская рама состоит из трех жестко связанных между собой стержней, 

геометрические оси которых лежат в одной плоскости (рисунок 7.2). В этой же плоскости 

наложены связи и действуют внешние нагрузки. 

В поперечных сечениях рамы возникают изгибающий момент, поперечные и 

нормальные силы. Влиянием поперечных и нормальных сил на прочность и жесткость 

рамы пренебрегаем вследствие малости и учитываем только изгибающие моменты. 

Нормальное напряжение в поперечном сечении вычисляется по формуле 

y
I

M

x

x
z        (7.2) 

Построим эпюру изгибающих моментов Mx и вычислим максимальное нормальное 

напряжение в сечении В рамы: 
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M
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 Момент сопротивления поперечного сечения изгибу: 
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 Вычислим перемещения сечений А и В, используя способ Верещагина. Для этого 

построим эпюры изгибающих моментов от единичной нагрузки, приложенной в точках А 

и В соответственно в направлении перемещений. Эпюры изгибающих моментов Мx1
A, Мx1

B 

и Мx изображены на рисунке 7.3. 

 
 

Рисунок 7.3 – Эпюры изгибающих моментов Мx1
A, Мx1

B и Мx 
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 al
EI

Fal
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A  2 ,     (7.6) 

где 
12

3bh
I x   – осевой момент инерции поперечного сечения. 

Вертикальное перемещение сечения В 
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2. Статически неопределимая плоская рама. 

Статически неопределимой называется такая система, усилия во всех элементах 

которой не могут быть определены только из уравнений статики. Разность между числом 

неизвестных (реакций связей и внутренних силовых факторов) и числом независимых 

уравнений статики называется степенью статической неопределимости. 

Число связей, при которых достигается кинематическая неизменяемость системы, 

носит название необходимого числа связей. Всякую связь, наложенную сверх 

необходимых, называют дополнительной. Число дополнительных связей равно степени 

статической неопределимости. 

Для раскрытия статической неопределимости стержневых систем широко 

используется метод сил, идея которого заключается в том, что заданная статически 

неопределимая система освобождается от дополнительных связей (как внешних так и 

внутренних), а их действие заменяется силами и моментами. Значения этих сил и 

моментов подбираются так, чтобы перемещения соответствовали тем ограничениям, 

которые накладываются на систему с отброшенными связями. Таким образом, при этом 

способе раскрытия статической неопределимости неизвестными являются силы. 

Раскрытие статической неопределимости системы начинают с отбрасывания 

дополнительных связей. Система, освобожденная от внешних сил и дополнительных 

связей, называется основной. Она должна быть статически определимой и кинематически 

неизменяемой. Затем к основной системе нужно вместо отброшенных связей приложить 

неизвестные силы и моменты. В тех сечениях, где запрещены линейные перемещения, 

вводятся силы, где запрещены угловые перемещения, вводятся моменты. Неизвестные 

силовые факторы обозначаются Xi, где i – номер неизвестного. Наибольшее значение i 

равно степени статической неопределимости. При снятии внутренних связей 

прикладываются взаимные силы и моменты. 

Определение неизвестных силовых факторов осуществляется при помощи 

канонических уравнений метода сил. Смысл этих уравнений заключается в отсутствии 

перемещений в направлении отброшенных дополнительных связей. Число этих уравнений 

равно степени статической неопределимости рассматриваемой задачи. 

Для n раз статически неопределимой системы канонические уравнения 

записываются следующим образом: 
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    (7.8) 

где δij – перемещение в направлении i-го силового фактора от действия j-го силового 

фактора равного 1. 

 Для определения δij используется интеграл Мора или, при возможности, правило 

Верещагина. 

 Статически неопределимую плоскую раму получаем путем наложения 

дополнительной горизонтальной связи в сечении А (рисунок 7.4). 
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Рисунок 7.4 – Расчетная схема статически неопределимой плоской рамы 

 Раскрытие статической неопределимости плоской рамы осуществлено методом 

сил. 

 Каноническое уравнение метода сил 

01111  FX       (7.9) 

Выбранная основная и соответствующая ей эквивалентная система, а также эпюры 

показаны на рисунке 7.5. 

 
 

Рисунок 7.5 – Выбранная основная (а) и соответствующая ей эквивалентная (б) системы 

 

Коэффициенты канонического уравнения определяем способом Верещагина 
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Эпюры изгибающих моментов от заданной MxF и единичной Mx1 нагрузок, а также, 

суммарных нагрузок Mx
Σ статически неопределимой плоской рамы представлены на 

рисунке 7.6. 
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Рисунок 7.6 – Эпюра изгибающих моментов статически неопределимой плоской рамы 

Максимальное нормальное напряжение в сечении В рамы равно 
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Подсчитаем отношение максимальных напряжений в сечении В для статически 

определимой и статически неопределимой рам, характеризующее влияние 

дополнительной связи в сечении А на напряженно-деформированное состояние: 

l

a
неопрст

опрст





8

3

4

1

1

..max

..max




      (7.14) 

Отметим, что введение дополнительной связи существенно уменьшает уровень 

максимальных напряжений и, следовательно, дает возможность создания менее 

металлоемких конструкций (при прочих равных условиях). 

Определим линейное вертикальное перемещение сечения В рамы по способу 

Верещагина. Эпюра от единичной нагрузки, приложенной в точке В, показана на рисунке 

7.7. 











38

3

42

22 a
la

l

EI

Fa

x

B           (7.15) 

 
 

Рисунок 7.7 – Эпюра изгибающего момента от единичной нагрузки в точке В 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Включить электронный измеритель деформаций за несколько минут до начала 

эксперимента. 

2. Установить грузы в исходное положение (нуль по шкале S), для чего вращать 

винт, на котором закреплены грузы, до совмещения риски, нанесенной на левом грузе, с 

нулевым делением шкалы S, что соответствует отсутствию горизонтальной связи в 

сечении А. 

3. Проверить работоспособность прогибомеров, слегка постукивая по раме. 

Установить шкалы обоих индикаторов на нулевое деление. 

4. Снять показания измерителя деформаций при нулевой нагрузке. 

5. Нагрузить раму последовательно силой 10 Н и 20 Н, снимая и записывая 

показания всех приборов (прогибомеров и измерителя деформаций). 

6. Разгрузить раму. Перейти к исследованию статически неопределимой рамы. 

Снять показания приборов при нулевой нагрузке. 

 l 

2 
1 

1 

2 

1 

2 

Mx1
B 

l l 
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7. Нагружая раму последовательно силами 10 Н и 20 Н, вращать винт с грузами, 

добиваясь нулевого перемещения сечения А, что контролируется исходным положением 

стрелки прогибомера в сечении А. 

8. При обеих нагрузках снимать показания приборов, включая шкалу S 

компенсирующего устройства, по которой определяется горизонтальное усилие, 

действующее на сечение А. 

9. После окончания эксперимента раму полностью разгрузить и вернуть винт 

грузов в исходное положение. 

10. Произвести обработку результатов эксперимента в последовательности, 

обозначенной в журнале. Выполнить все теоретические расчеты. 

11. Сравнить результаты расчета и эксперимента, вычислить погрешности. 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

7.1–7.2. 

 

Таблица 7.1 – Статически определимая плоская рама 

Сила  

F, Н  

Смещение грузов 
Измеритель 

деформации 

Прогибомер в 

сечении А 

Прогибомер в 

сечении B 

S, мм ΔS, мм nε Δnε nA ΔnA nB ΔnB 

0         

10         

20         

ΔF=10 S   n   An   Bn  

Линейная деформация на ступень нагружения   nK  

Нормальное напряжение на ступень нагружения   E  

Линейное перемещение сечения А  AfA nKf  

Линейное перемещение сечения B  BfB nKf  

 

Таблица 7.2 – Статически неопределимая плоская рама 

Сила  

F, Н  

Смещение грузов 
Измеритель 

деформации 

Прогибомер в 

сечении А 

Прогибомер в 

сечении B 

S, мм ΔS, мм nε Δnε nA ΔnA nB ΔnB 

0         

10         

20         

ΔF=10 S   n   An   Bn  

Реакция отброшенной связи на ступень нагружения  SKX s1
 

Линейная деформация на ступень нагружения   nK  

Нормальное напряжение на ступень нагружения   E  

Линейное перемещение сечения А  AfA nKf  

Линейное перемещение сечения B  BfB nKf  

 

Контрольные вопросы 

 1. Что такое рама? Какие типы рам вы знаете? 

 2. Какие рамы называют статически определимыми и неопределимыми? 

 3. Чем обусловлена статическая неопределимость систем? 

4. Как определить степень статической неопределимости? 

5. Каков физический смысл канонических уравнений метода сил? 
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8. ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В СТЕРЖНЕ БОЛЬШОЙ КРИВИЗНЫ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Определение напряжений в стержне большой кривизны при его внецентренном 

растяжении. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки (рисунок 8.1) является плоский 

стержень большой кривизны прямоугольного поперечного сечения. Материал стержня – 

сталь марки 45. Стержень имеет следующие размеры: R1=40 мм, R2=120 мм, h=80 мм, 

b=10 мм, l=200 мм. 

 

 
 

 
 

Рисунок 8.1 – Cхема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – брус большой кривизны; 2 – индикатор часового типа (Kf=0,01); 3 – винт механизма 

нагружения; 4 – группа тензорезисторов; 5 – измеритель деформаций (Kε=8,6·10–7) 
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Стержень неподвижно закреплен на опорной плите лабораторного стенда. 

Нагружение стержня осуществляется посредством винта, имеющего правую и 

левую резьбы. Вращением винта в том или ином направлении осуществляют 

внецентренное растяжение или сжатие кривого стержня. 

Сила F, создаваемая винтом, определяется с помощью индикатора часового типа и 

тарировочной таблицы 8.1. 

Таблица 8.1 – Тарировочные значения механизма нагружения 

Показания индикатора часового типа, мм Сила F, Н 

0,21 500 

0,63 1500 

1,10 2500 

Индикатор, установленный на кривом стержне, измеряет расхождение (при 

внецентренном растяжении) или сближение (при внецентренном сжатии) концов кривого 

стержня. Таким образом, испытуемый образец (кривой стержень) является 

силоизмерителем (динамометром). 

На поверхность стержня в сечении В-В (рисунок 8.2) наклеены тензорезисторы 

типа КФ5П1-10-100 (фольговые, база 10 мм, сопротивление 100 Ом), необходимые для 

измерения деформаций и определения нормальных напряжений. 

 

 
 

Рисунок 8.2 – Схема расположения тензорезисторов 

 

Компенсационный тензорезистор наклеен на специальную недеформируемую в 

процессе испытаний пластинку, расположенную вблизи рабочих тензорезистров. 

Тензорезисторы подключены к электронному измерителю деформации. 

 

Краткие теоретические сведения 

Кривые стержни подразделяют на стержни малой кривизны и стержни большой 

кривизны. Основным критерием такого разделения является отношение высоты 

поперечного сечения в плоскости кривизны к радиусу кривизны геометрической оси 

стержня r0. Если отношение 
5

1

0

0 
r

h
, стержень считается стержнем малой кривизны, и для 

его расчета используется теория изгиба прямого стержня. Если отношение 
5

1

0

0 
r

h
, 

стержень считается стержнем большой кривизны, и для его расчета используется теория 

изгиба, специально разработанная для стержней такого типа. 

Теория изгиба стержня большой кривизны, изучаемая в курсе «Сопротивление 

материалов», основывается на гипотезе плоских сечений и гипотезе о «ненадавливании 

продольных слоев» друг на друга. 

N2 N3 N4 N5 N6 

16 12 12 12 12 16 

N1 N7 
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Рассмотрим чистый изгиб стержня в плоскости его кривизны. Под действием 

моментов М (рисунок 8.3) удаленная от центра кривизны область стержня растягивается, а 

область, расположенная ближе к центру кривизны, сжимается (изгибающий момент М 

традиционно считается положительным, если он увеличивает кривизну стержня); 

следовательно, имеется слой, который является границей между растягиваемой и 

сжимаемой областями стержня. Этот слой, как известно, называется нейтральным. 

 
Рисунок 8.3 – Чистый изгиб стержня 

 

Покажем, что при чистом изгибе стержня большой кривизны нейтральный слой не 

содержит геометрическую ось стержня. Допустим обратное – нейтральный слой содержит 

геометрическую ось стержня. Тогда, согласно гипотезе плоских сечений эпюра изменения 

длины Δl продольных слоев стержня в результате деформации будет линейной. Линейная 

деформация ε продольного слоя стержня 

l

l
 ,      (8.1) 

где l – длина соответствующего слоя до деформации. 

 Длина слоя l кривого стержня, в отличие от прямого, зависит от расстояния этого 

слоя до центра кривизны, поэтому эпюра линейных деформаций имеет вид гиперболы. 

Следовательно, эпюра нормальных напряжений   E  будет представлена также 

гиперболой. Напряженное состояние в точке кривого стержня принимается на основании 

гипотезы о ненадавливании продольных слоев одноосным. Таким образом, принятое 

допущение о расположении нейтрального слоя приводит к тому, что нормальная сила 

 
A

dAN   не равна нулю, что противоречит условиям нагружения рассматриваемого 

стержня (здесь А – площадь поперечного сечения стержня). Условие 0 
A

dAN   

будет соблюдаться в том случае, если нейтральный слой сместить к центру кривизны на 

расстояние e для того, чтобы площади эпюры σ слева и справа от оси были равны. 

Величина смещения 

nrre  0       (8.2) 

где rn – радиус кривизны нейтрального слоя, который определяется по формуле 




A

n

r

dA

A
r       (8.3) 

где hbA  ; r – расстояние от точки стержня до центра его кривизны; для 

прямоугольного сечения drbdA  . 

M M 

r0 

rn 

R1 

R2 
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F1 –  равнодействующая 

усилий растяжения 

F2 –  равнодействующая 

усилий сжатия 

A=A1+A2  – площадь сечения 
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Таким образом, 











1

2ln
R

R

h
rn

      (8.4) 

Так как величина e определяется разностью двух близких (особенно в случае 

сравнительно небольшой кривизны стержня) величин r0 и rn, то необходимо знать их 

величину с высокой точностью (4–5 значащих цифр). 

Нормальное напряжение σ в точках поперечного сечения стержня, находящихся на 

расстоянии r от центра кривизны, определяется по формуле 

r

rr

eA

M n



      (8.5) 

При нагружении исследуемого стержня (рисунок 8.4) в сечении В-В возникает 

изгибающий момент М и нормальная сила N. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 8.4 – Расчетная схема исследуемого стержня 

 Из условий равновесия 

FN           (8.6) 

 lrFM  0      (8.7) 

Нормальное напряжение σ в поперечном сечении В-В равно 

 
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Решение задачи изгиба стержня большой кривизны прямоугольного поперечного 

сечения методами теории упругости, учитывающее взаимодействие продольных слоев, 

получено Х.Ф.Головиным в 1881 году. 

Согласно этому решению в стержне имеет место двухосное напряженное 

состояние, характеризуемое напряжениями σr и σt: 
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где  
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Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Проведение эксперимента 

Подключить электронный измеритель деформаций к тензорезисторам (верхний 

разъем). Включить электронный измеритель деформаций в сеть электрического тока. 

l 

F 

F 

r0 

r0 

N=F 

Mx=F(l+r0) 

F 
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Проверить работоспособность измерителя деформаций, нагрузив кривой брус 

посредством винта произвольной (малой) силой и наблюдая за изменением показаний 

прибора. Нагрузить брус силой 0,5 кН (при внецентренном растяжении вращать винт 

против часовой стрелки, при внецентренном сжатии по ходу часовой стрелки). Снять 

показания измерителя деформаций для семи тензорезисторов и записать эти показания в 

лабораторный журнал. 

Нагрузить брус последовательно до 1,5 кН и 2,5 кН и снять показания измерителя 

деформаций при каждом значении силы, записывая их в лабораторный журнал. 

2. Обработка результатов эксперимента 

Подсчитать разность отсчетов Δni для каждого тензорезистора, соответствующую 

ступени нагружения ΔF = 1 кН. 

Вычислить среднее арифметическое разности in . 

Определить приращение относительной деформации Δεi для каждого 

тензорезистора, соответствующее ступени нагрузки ΔF = 1 кН по формуле Δεi = Kε · Δni, 

где Kε – цена деления шкалы электронного измерителя деформаций. 

Вычислить приращение нормального напряжения Δσi в каждой точке бруса, в 

которой наклеен тензорезистор, используя соотношение 

 
A

F

r

rr

eA

lrF

i

ni
i










 0     (8.11) 

(внецентренное растяжение). 

 Занести полученные результаты в таблицу. 

3. Сопоставление экспериментальных и теоретических результатов 

Для сопоставления опытных и теоретических результатов необходимо построить 

эпюру приращений нормальных напряжений (рисунок 8.5) на основе теоретического 

расчета. Затем, используя экспериментальные значения приращения нормальных 

напряжений, нанести на график экспериментальные точки. Они должны располагаться 

вблизи теоретической кривой. 

 

 
Рисунок 8.5 – Эпюра нормальных напряжений 

Вычислить относительные погрешности нормальных напряжений в точках 1 и 7 

согласно соотношению 
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%100





эксперим

теорэксперим




     (8.12) 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

8.1– 8.2. 

 

Таблица 8.1 – Результаты теоретического расчета напряжения при F=1000 Н 

Параметр 
№ точки (тензорезистора) 

1 2 3 4 5 6 7 

Координаты точки r, мм        

0AFN  , МПа        

   
r

rr

eA

lrF n
M









0

0 , МПа        

MN   , МПа        

 

Таблица 8.2 – Результаты эксперимента 

Номер 

тензорезистора 

Нагрузка F, Н 

in  
ii nK    ii E    

500 1500 2500 

1 
n1       

Δn1       

2 
n2       

Δn2       

3 
n3       

Δn3       

4 
n4       

Δn4       

5 
n5       

Δn5       

6 
n6       

Δn6       

7 
n7       

Δn7       

 

Контрольные вопросы 
 1. По каким критериям стержень можно считать стержнем большой кривизны? 

 2. На чем основана теория изгиба стержня большой кривизны? 

 3. Что такое нейтральный слой? 

 4. Как определяется нормальное напряжение в точках поперечного сечения 

стержня большой кривизны? 

 5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 
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9. СЛОЖНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Определение величин главных напряжений и положения главных осей в точке 

поверхности стержня при его совместном изгибе и кручении методом 

электротензометрии. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки (рисунок 9.1) является трубчатый 

стержень, нагружаемый изгибающим и крутящим моментами. 

 

 

 
 

Рисунок 9.1 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – трубчатый стержень; 2 – винт-фиксатор опоры; 3 – рычаг;  

4 – группа тензорезисторов; 5 – гири; 6 – измеритель деформаций 
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В точке А сечения I приклеены три тензорезистора для измерения деформации 

(рисунок 9.2). 

 

 
 

Рисунок 9.2 – Схема расположения тензорезисторов в точке A сечения I 

 

 Измеряется деформация при помощи электронного измерителя деформаций. Для 

градуировки шкалы электронного измерителя деформации в конструкции установки 

предусмотрена возможность установки шарнирной опоры на свободном крае стержня, в 

этом случае стержень нагружается только крутящим моментом. 

 Геометрические параметры установки: D=57 мм, h=1 мм, lI=300 мм, a=450 мм. 

Соответственно геометрические характеристики сечения Wx=2550 мм3, Wк=5100 

мм3. Коэффициент Пуассона для материала стержня v=0,33. 

 

Краткие теоретические сведения 

1. Определение величины и направления главных напряжений методом 

электротензометрии 

Метод электротензометрии основан на измерении деформаций при помощи 

тензорезисторов. Чувствительным элементов каждого тензорезистора является проводник, 

который плотно наклеивается на исследуемый элемент и деформируется вместе с ним. 

Изменение геометрических параметров проводника ведет к изменению его 

электрического сопротивления, что меняет ток в цепи, в которую включен проводник. Это 

пропорциональное деформации изменение тока и фиксируется измерителем деформаций. 

Обычно включение тензорезистора в прибор производится по мостовой схеме с 

применением компенсационного тензорезистора, что позволяет исключить влияние 

внешней температуры, которая может существенно изменить электрическое 

сопротивление (при компенсационной схеме это не имеет значения, так как оба 

тензорезистора работают при одной температуре). 

В любой точке поверхности тела, нагруженного произвольным образом, возникает 

плоское напряженное состояние (при отсутствии силового воздействия на поверхность 

тела). При этом одна главная площадка и главное напряжение известно: 0I

гл , а 

величины и направления двух других главных напряжений необходимо найти; таким 

образом, стоит задача определения трех величин: двух значений главных напряжений и 

угла между исходными и главными осями. 

Для ее решения необходимы три уравнения, поэтому нужно измерить деформации 

в направлении трех осей u, v, z, проходящих через заданную точку А. Эти деформации 

измеряются с помощью трех тензорезисторов, наклеенных в исследуемой точке (рисунок 

9.2). Следует подчеркнуть, что напряженное и деформированное состояние в общем 
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случае нагружения меняется от точки к точке, поэтому тензорезистор фиксирует среднюю 

деформацию в точках, соответствующих его базе. Во избежание значительных 

погрешностей следует выбирать тензорезистор таким образом, чтобы его база была 

существенно меньше градиента изменения деформаций. В нашем случае это достигается 

тем, что база тензорезистора мала по сравнению с геометрическими размерами 

исследуемого объекта. 

Деформация в произвольном направлении связана с деформациями в направлении 

главных осей простым геометрическим соотношением (рисунок 9.3). 

 
Рисунок 9.3 – Геометрическое соотношение деформаций в произвольном направлении и 

направлении главных осей 

 22 sincos IIIIIs  ,     (9.1) 

где α – угол между осями II и s. 

 После простого тригонометрического преобразования получаем 




 2cos
22

IIIIIIIIII
s





         (9.2) 

 Применительно к направлениям u, v, z, в которых измеряются деформации, это 

соотношение преобразуется в следующие: 




 2cos
22

IIIIIIIIII
u





 ,       (9.3) 

 0452cos
22







 


 IIIIIIIIII
z

,         (9.4) 

 0902cos
22







 


 IIIIIIIIII
v

        (9.5) 

 Решение системы уравнений (9.3-9.5) относительно εII, εIII и α дает 

    22,

2

1

2
zvzu

vuIIIII 


 


 ,   (9.6) 

 

uv

vuztg










2
2     (9.7) 

После этого находятся с помощью обобщенного закона Гука величины главных 

напряжений: 

 IIIIIII v
v

E
 




21
,    (9.8) 
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 IIIIIIII v
v

E
 




21
     (9.9) 

 После чего присваиваем главным напряжениям индексы 1, 2, 3 так, чтобы σ1≥σ2≥σ3. 

 

2. Анализ напряженного состояния в тонкостенной трубе при ее изгибе и 

кручении. 

Напряженное состояние в точке А, расположенной на поверхности испытуемого 

стержня, показано на рисунке 9.4 

 
Рисунок 9.4 – Напряженное состояние в точке А 

Нормальные и касательные напряжения определяются по формулам: 

x

x
z

W

M
 max ,     (9.10) 

P

к
zx

W

M
 max      (9.11) 

где Ix lFM  , aFMк   – изгибающий и крутящий моменты в сечении I, 
4

2hD
Wx





 

– момент сопротивления сечения изгибу, 
2

2hD
WP





 – момент сопротивления сечения 

кручению. 

 Главные напряжения и угол наклона главной оси к продольной оси стержня 

вычисляются по формулам, следующим из теории Мора для главных напряжений в 

площадках, перпендикулярных одной из главных (в нашем случае это свободная от 

напряжений поверхность, σ2 = 0): 

2
2

3,1
22




  ,    (9.12) 

(структура этой формулы сразу показывает, что одно из определяемых по ней напряжений 

положительно, а другое отрицательно, что в сочетании с уже известным третьим главным 

напряжением, равным нулю, дает основание присвоить им индексы 1 и 3), 






2
2 tg ,     (9.13) 

045       (9.14) 

Последнее соотношение обусловлено тем, что углы α и β отсчитываются от осей u 

и z (в разные стороны), угол между которыми составляет 450. 
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Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Определение цены деления электронного измерителя деформаций. 

Установка приводится в состояние, соответствующее нагружению одним 

крутящим моментом (устанавливается подпятник, запрещающий вертикальное 

перемещение свободного конца стержня – рисунок 9.5).  

 
Рисунок 9.5 – Расчетная схема стержня при градуировке  

(напряженное состояние в точке A – чистый сдвиг) 

После этого производится нагружение последовательно силами 50, 100, 150, 200 Н. 

При каждой нагрузке снимаются показания тензодатчиков №1 и №3 (расположенных 

вдоль осей u и v). Так как при таком нагружении осуществляется напряженное состояние 

чистого сдвига, средние разности отсчетов, соответствующие нагрузке 50 Н, должны быть 

приблизительно одинаковыми по модулю, и в качестве среднего Δn принимается среднее 

арифметическое из разностей отчетов по датчикам 1 и 3, взятых по модулю. Цена деления 

определяется по формуле 

 
nE

v
K






1
 ,     (9.15) 

где Δσ=Δτ – среднее приращение напряжений в точке А, в направлении осей u и v, 

соответствующее нагрузке в 50 Н, Δn – средняя разность отсчетов по измерителю 

деформаций, E и ν – упругие постоянные материала. 

2. Эксперимент и обработка его результатов. 

Убрав подпятник, нагрузить систему силами 50, 100, 150, 200 Н (рисунок 9.6). При 

каждой нагрузке снять показания измерителя деформации на каждом из трех 

тензорезисторов (по осям u, z и v). 

 
 

Рисунок 9.6 – Расчетная схема стержня и эпюры внутренних силовых факторов 
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Вычислить значения деформаций 

uu nK   ,      (9.16) 

zz nK   ,      (9.17) 

vv nK         (9.18) 

Найти главные деформации ε1 и ε3 по соответствующим формулам: 

  
 

E

v
v

E




11
3211


     (9.19) 

  
 

E

v
v

E




11
2133


     (9.20) 

Определить угол β между исходными и главными осями. 

Определить главные напряжения по формулам обобщенного закона Гука. 

3. Теоретические результаты. 

Вычислить главные напряжения и угол β по формулам теоретического расчета. 

4. Сопоставление теоретических и экспериментальных результатов. 

Свести данные теоретического расчета и эксперимента в таблицу и вычислить 

относительные погрешности для двух главных напряжений и угла β. 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

9.1–9.2. 

Таблица 9.1 – Результаты определения цены деления электронного измерителя 

деформаций 

Нагрузка F, Н 
Тензорезистор №1 (ось 1) Тензорезистор №3 (ось 3) 

n1 Δn1 n3 Δn3 

0     

50     

100     

150     

200     

ΔF=50 Н  1n   3n  

Цена деления шкалы электронного измерителя деформации  nK   

Таблица 9.2 – Результаты определения напряженно-деформированного состояния в точке 

стержня при изгибе и кручении 

Нагрузка 

F, Н 

Тензорезистор 1 (ось u) Тензорезистор 2 (ось z) Тензорезистор 3 (ось v) 

nu Δnu nz Δnz nv Δnv 

0       

50       

100       

150       

200       

ΔF=50 Н  un   zn   vn  

Главные напряжения       2

311 1 vvE                   2

133 1 vvE   

Контрольные вопросы 

 1. Что такое сложное нагружение? 

2. Какие напряжения называются главными? 

3. Что такое главные оси? 

4. Какие напряжения действуют в продольных сечениях стержня при 

одновременном действии крутящего и изгибающего моментов? 

5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 
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10. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА ТЕОРЕМЫ О ВЗАИМНОСТИ РАБОТ 

 

Цели и задачи лабораторной работы 

Экспериментальная проверка справедливости теоремы о взаимности работ на 

примере перемещений в плоской раме при ее разных нагружениях. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки является плоская рама (рисунок 

10.1), состоящая из трех жестко соединенных между собой стержней прямоугольного 

поперечного сечения. 

 
 

 
 

Рисунок 10.1 – Схема и внешний вид лабораторной установки: 

1 – плоская рама; 2 – индикаторы часового типа (Kf = 0,01); 3 – гири;  

4 – механизм нагружения (Ks = 0,02 Н·м/мм) 
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Рама установлена на двух шарнирных опорах. Конструкция опоры А позволяет 

приложить в сечении А нагрузку в виде сосредоточенного момента. Это достигается путем 

смещения грузов, закрепленных на винте, при его вращении. Шкала S, установленная на 

опоре А параллельно оси винта, указывает расположение грузов относительно их 

исходного положения, при котором момент равен нулю. 

Параметры рамы: l = 300 мм, h = 5,1 мм, b = 30 мм, H = 98 мм. Материал: сталь Ст3, 

модуль упругости Е = 2·105 МПа 

Для измерения прогиба в сечении В и угла поворота сечения А используются 

индикаторы часового типа. 

Нагружение рамы осуществляется гирями массой 1 кг. 

 

Краткие теоретические сведения 

Теорема о взаимности работ была доказана итальянским ученым Э. Бетти в 1872 

году, поэтому ее часто называют теоремой Бетти. Согласно теореме о взаимности работ 

работа сил первого состояния на соответствующих им перемещениях второго состояния 

равна работе сил второго состояния на соответствующих им перемещениях первого 

состояния. 

В соответствии с формулировкой теоремы можно записать 

12 2211 FF FF   ,     (10.1) 

где F1 – система сил первого состояния, F2 – система сил второго состояния, δ1F2 –  

перемещения во втором состоянии, соответствующие силам первого состояния, δ2F1 – 

перемещения в первом состоянии, соответствующие силам второго состояния. 

 Теорема Бетти справедлива для линейных систем, в которых перемещения малы по 

сравнению с габаритными размерами, и для материала системы справедлив закон Гука. 

 В качестве линейной системы используется стержневая система – плоская рама, 

находящаяся последовательно в двух состояниях. Первое состояние характеризуется 

нагружением рамы силой F, приложенной в точке В (рисунок 10.2). 

 
 

Рисунок 10.2 – Расчетная схема рамы и эпюры изгибающих моментов в состоянии «1» 
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Второе состояние характеризуется нагружением рамы моментом М, приложенным 

в точке А (рисунок 10.3). 

 
 

Рисунок 10.3 – Расчетная схема рамы и эпюры изгибающих моментов в состоянии «2» 

 

В первом состоянии сечение А поворачивается на угол θA1, который соответствует 

моменту М во втором состоянии. Во втором состоянии сечение В получает перемещение 

fB2, которое соответствует силе F в первом состоянии. 

Работа силы F на перемещении fB2 равна 

221 BfFA        (10.2) 

Работа момента М на перемещении θA1 равна 

112 AMA        (10.3) 

Согласно теореме о взаимности работ 

12 AB MfF       (10.4) 

Теоретические значения перемещений fB2 и θA1 находятся методом Мора (правило 

Верещагина). 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Установить подвижные грузы в исходное положение (нуль по шкале S), для чего 

необходимо вращать винт, на котором закреплены грузы в ту или иную сторону до 

совмещения риски, нанесенной на левом грузе, с нулевым делением шкалы S. Это 

соответствует отсутствию момента М в сечении А. 

2. Проверить работоспособность прогибомера и угломера, для чего слегка 

постучать по раме и наблюдать за движением большой стрелки индикатора часового типа. 

Стрелка должна колебаться около одного произвольного деления шкалы. 

3. Убедившись в работоспособности приборов, снять их показания и записать эти 

показания в лабораторный журнал. 

4. Нагрузить раму силой F = 20Н (состояние «1») и снимать показания индикатора 

угломера (сечение А). 

5. Разгрузить раму. Эксперимент повторить еще два раза. 
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6. Нагрузить раму моментом М (состояние «2»), для чего необходимо вращать винт 

с подвижными грузами до совмещения риски на левом грузе с делением шкалы S, равном 

100 мм. Снять показания индикатора прогибомера. 

7. Разгрузить раму, вернув подвижные грузы в исходное положение. Повторить 

эксперимент еще два раза. 

8. Подсчитать средние арифметические значения разностей показаний 

прогибомера, угломера и шкалы S, соответствующего ступени нагружения, и записать эти 

показания в лабораторный журнал. 

9. Определить приращение угла поворота сечения А, линейного перемещения 

сечения В, работу внешней силы и внешнего момента соответствующий ступени 

нагружения. 

10.Записать результаты расчета и эксперимента в таблицу, вычислить погрешности 

и сделать заключение о справедливости теоремы о взаимности работ (теоремы Бетти). 

Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицы 

10.1–10.3. 

Таблица 10.1 – Результаты эксперимента (состояние «1») 

№ опыта 
Сила F, Н Угломер, сечение A 

np Δnp nA1 ΔnA1 

1 
0 –   

20 20   

2 
0 –   

20 20   

3 
0 –   

20 20   

 F 20 Н  1An  

Угол поворота сечения А  HnK AfA 11   

Работа момента M  на перемещении 1A  112 AMA   

Таблица 10.2 – Результаты эксперимента (состояние «2») 

№ опыта 
Сила F, Н Прогибомер, сечение B 

S, мм ΔS, мм nB2 ΔnB2 

1 
0 –   

100 100   

2 
0 –   

100 100   

3 
0 –   

100 100   

 S 100 мм  2Bn  

Внешний момент   SKM S
 

Линейное перемещение сечения B  22 BfB nKf  

Работа силы F  на перемещении 2Bf  221 BfFA   

Контрольные вопросы 

 1. Сформулируйте теорему о взаимности работ и перемещений. 

2. Что такое линейная стержневая система? 

3. В чем отличие двух состояний нагружения плоской рамы в данной лабораторной 

работе? 

4. Как определяются теоретические значения перемещений в данной лабораторной 

работе? 

5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 
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11. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТОГО СТЕРЖНЯ 

 

Цели и задачи лабораторной работы  

Экспериментально проверить справедливость формулы Эйлера для критической 

силы при сжатии гибкого стержня. 

 

Описание лабораторной установки 

Основным элементом лабораторной установки является стержень прямоугольного 

поперечного сечения. Материал стержня – сталь 45. Размеры стержня: l=500 мм, b=35 мм, 

h=2 мм (рисунок 11.1). 

Стержень установлен в правой и левой опорах, конструкция которых позволяет 

осуществить шарнирное или жесткое закрепление концов стержня в плоскости 

наименьшей жесткости. 

 
Рисунок 11.1 – Внешний вид лабораторной установки:  

1 – стержень прямоугольного сечения; 2 – винт механизма нагружения; 3 – индикаторы 

часового типа (Kf=0,01); 4 – регулировочные винты; 5 – динамометр (Kd=520 Н) 

 

Правая опора соединена с динамометром, использующим тарированный индикатор 

часового типа, левая – с нагружающим устройством винтового типа. В среднем сечении 

стержня установлен прогибомер (индикатор часового типа на стойке). 

Для определения силы F, действующей на стержень нужно использовать 

эмпирическую зависимость, полученную при тарировке динамометра. Для каждой 

лабораторной установки эта зависимость индивидуальна.  

 

Краткие теоретические сведения 

Расчетная схема идеального стержня. 

Для гибкого стержня критическая сила Fкр определяется по формуле Эйлера 

 2
min

2

кр
l

IE
F



 
      (11.1) 

Рассматриваются три схемы закрепления (рисунок 11.2). 
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Рисунок 11.2 – Схемы закрепления стержня 

 

Расчетная схема неидеального стержня. 

Реальный стержень не является идеальным, т.к. содержит несовершенства. 

Наибольшее практическое значение имеют два несовершенства: начальная кривизна и 

внецентренное приложение силы. 

В лабораторной установке приняты меры к снижению эксцентриситета приложения 

силы до приемлемого уровня. Эксцентриситет составляет 0,1-0,15 мм, поэтому 

наибольшее значение для лабораторной установки имеет начальная кривизна, т.к. 

идеально прямой гибкий стержень изготовить практически невозможно. Получим 

приближенную формулу, позволяющую учесть влияние начальной кривизны стержня на 

зависимость «продольная сила – характерное перемещение». 

Пусть шарнирно-опертый по концам стержень имеет начальную кривизну (рисунок 

11.3). 

 
 

Рисунок 11.3 – Начальная кривизна стержня до нагружения 

 

Будем считать, что геометрическая ось стержня до нагружения описывается 

функцией 

l

z
fu


sin00        (11.2) 

Упругая линия стержня после нагружения: 
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Рисунок 11.4 – Кривизна стержня при нагружении продольной силой 

 

Дифференциальное уравнение упругой линии при нагружении продольной силой F 

имеет вид 

 zMuEI yy  ,     (11.3) 

   uuFzM y  0 ,        (11.4) 

 uuFuEI y  0 ,        (11.5) 

0

22 ukuku  ,     (11.6) 

где 
yEI

F
k 2

. 

 Запишем решение неоднородного дифференциального уравнения в виде суммы 

общего решения соответствующего однородного уравнения и частного решения 

неоднородного. 

*21 cossin ukzCkzCu       (11.7) 

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения представим в виде 

l

z
Bu


sin*        (11.8) 

Продифференцируем u* по z 

l

z

l
Bu


cos*  ,       (11.9) 

l

z

l
Bu


sin

2

2

*       (11.10) 

Следовательно 

l

z
fk

l

z
Bk

l

z
B

l


sinsinsin 0

22

2

2

 ,   (11.11) 

0
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fkk
l

B 










        (11.12) 

После преобразования 

Fl
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 Если  
2

2

l

EI
F

y

Э


 , тогда 

F

F

f
B

Э




1

0 . 

  

Граничные условия 

00,0 2  Cuz  

00, 1  Culz  

 Окончательно получаем 

l

z

F

F

f
u

Э


sin

1

0 




      (11.14) 

 Определим прогиб сечения при 
2

l
z  . 

F

F

f
f

Э




1

0           (11.15) 

Преобразуем полученную зависимость к виду 

ЭЭ F

f

F

f

F

f 0            (11.16) 

Мы получили линейную зависимость 
F

f
 от f с угловым коэффициентом 

ЭF

1
; та же 

зависимость  f
F

f
 строится по данным эксперимента, аппроксимируется прямой линией 

и оценивается ее соответствие теории, что и является экспериментальной проверкой 

формулы Эйлера. 

Нужно отметить, что определенная по этому методу эйлерова сила FЭ совпадает с 

Fкр идеального стержня при соблюдении двух условий: 

1. Начальная кривизна оси стержня должна лежать в плоскости наименьшей 

жесткости. 

2. Гибкость стержня в плоскости наименьшей жесткости  

A

I

l

min


           (11.17) 

должна быть выше предельной, определяемой пределом пропорциональности материала 

σпц,   

пц

2

пц





E
           (11.18) 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Выполнить наладку лабораторной установки. 

2. Вывести на 0 индикатор прогибомера балки. 

3. Нагрузить балку продольной силой до значения прогиба 1 мм и снять показания 

индикатора динамометра. 

4. Нагружать последовательно балку сжимающей продольной силой, 

соответствующей прогибам от 1 мм до 3 мм через каждые 0,2 мм, снимая параллельно 

соответствующие каждой нагрузке показания индикатора динамометра с точностью до 

0,001 мм. 
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5. Медленно разгрузить стержень от сжимающих усилий, стержень при этом 

должен вернуться в исходное состояние. 

6. Определить продольную силу по показаниям индикатора динамометра, 

используя индивидуальную эмпирическую зависимость для данной установки. 

7. Построить график по экспериментальным результатам в координатах (f/F, f). 

8. Графически аппроксимировать полученную зависимость линейной функцией, 

определить ее угловой коэффициент, а по нему – FЭ. 

9. Сравнить между собой полученное значение FЭ с теоретическим. 

10. Изменить способ закрепления балки и повторить опыт. 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицу 

11.1. 

Таблица 11.1 – Результаты эксперимента 

f, мм 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 

С
х
ем

а 
№

1
 

fF, 

мм 
           

F, Н            

f/F, 

мм/Н 
           

С
х
ем

а 
№

2
 

fF, 

мм 

           

F, Н 

           

f/F, 

мм/Н 

           

С
х
ем

а 
№

3
 

fF, 

мм 

           

F, Н 

           

f/F, 

мм/Н 

           

 

Контрольные вопросы 
 1. В чем различие между идеальным и неидеальным стержнями? 

2. Что такое упругая линия стержня? 

3. Что является экспериментальной проверкой формулы Эйлера? 

4. Что такое плоскость наименьшей жесткости? 

5. Опишите принцип работы лабораторной установки. 
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12. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УДАРНОЙ ВЯЗКОСТИ МАТЕРИАЛА 

 

Цели и задачи лабораторной работы  

Приобретение практических навыков по проведению испытаний и расчету 

параметров ударной вязкости материала. 

 

Описание лабораторной установки 

Для испытания материалов на ударную вязкость применяется маятниковый копер с 

предельным запасом энергии 30 кгм. Скорость ножа маятника должна быть в пределах от 

4 до 7 м/с, что соответствует подъему ножа в маятнике на высоту от 0,8 до 2,6 м. 

Копер состоит из чугунной станины с одной вертикальной стойкой. В верхней 

части стойки на горизонтальной оси подвешен тяжелый маятник (рисунок 12.1). 

 
 

Рисунок 12.1 – Внешний вид лабораторной установки:  

1 – испытуемый образец; 2 – шкала угломера; 3 – фиксирующий механизм;  

4 – маятник; 5 – защитное ограждение 

 

Параметры маятника: вес P = 20 кг, длина L = 0,8 м. 

В начале испытания маятник поднимается механическим способом в верхнее 

исходное положение, и удерживается в этом положении специальным фиксирующим 

механизмом. 

Образец помещают горизонтально на две стальные опоры, расположенные в 

нижней части стойки машины. Маятник имеет шкалу, по которой определяются углы 

подъема маятника до и после излома образца. Рабочая зона испытательной машины имеет 

защитное ограждение и поддон для сброса сломанного образца. 
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Опытами установлено, что наличие резкого перехода в сечениях изделий, а также 

первых следов появления трещин облегчает проявление хрупкости и способствует 

преждевременному разрушению материала.  

Для сравнимости получаемых результатов стандартизуется форма и размеры 

образцов, надрезов, условия их механической обработки. Требования к вырезке заготовок 

для образцов, их количество, место положения (образцы продольные, поперечные, 

тангенциальные, радиальные) определяются стандартами на изготовление изделий или 

техническими условиями на материалы. Образцы, вырезанные попрек волокон, менее 

чувствительны к изменению формы и размеров, чем образцы, вырезанные вдоль волокон. 

Различные типы образцов для испытаний на маятниковом копре устанавливаются ГОСТ 

9454-60. 

При больших скоростях нагружения, например, при ударе, увеличивается 

опасность хрупкого разрушения. Эта опасность возрастает при наличии в конструкции 

отверстий, трещин, канавок и других концентраторов напряжений. Поэтому используют 

образцы с надрезом (рисунок 12.2). Надрез позволяет сосредоточить всю деформацию 

разрушения в одном месте, а также значительно ослабляет сечение и вызывает повышение 

напряжений. 

 
Рисунок 12.2 – Эскизы испытываемого образца с различными надрезами 

надрез типа U (а); надрез типа Y (усталостная трещина) (б); надрез типа V (в) 
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 Для получения достоверных результатов испытания необходимо тщательно 

проверить качество изготовления надреза и точно контролировать его разрезы 

штангенциркулем с конусом, имеющем цену деления 0,05 мм. 

Даже ничтожные дефекты на поверхности надреза или незначительные отклонения 

от стандартизированных размеров могут оказать существенное влияние на конечные 

результаты испытания. 

На результаты испытаний оказывают влияние и следующие факторы: 

геометрические размеры образцов, расстояние между опорами, угол заострения и толщина 

ножа, скорость падения молота, температура испытуемого образца. 

При испытании на ударную вязкость надрезанных образцов закон подобия 

полностью неприменим, так как не существует пропорциональной зависимости между 

площадью поперечного сечения образца и количеством работы, затрачиваемой на его 

хрупкое разрушение. Для геометрически подобных образцов величина ударной вязкости 

возрастает с увеличением размеров образцов. С увеличением ширины образца при 

одинаковых других размерах, увеличивается влияние надреза и ударная вязкость 

понижается. 

Увеличение длины образца с уменьшением его высоты со стороны надреза мало 

влияет на величину ударной вязкости. Большое значение имеет наблюдающая установка 

образца на опорах, необходимо чтобы вершина надреза находилась как раз в одной 

плоскости с лезвием ножа молота. 

Для правильного расположения образца применяют металлический шаблон, 

которым до испытания проверяют симметричность установки образца на опорах. 

Пластическая деформация надрезанного образца при ударном изгибе сосредотачивается 

только у надреза в средней части образца по его длине, поэтому область распространения 

деформации в значительной мере зависит от формы и глубины надрезов. 

В данной лабораторной работе испытываются образцы с V-образным надрезом 

(рисунок 12.3), изготовленные из 4 различных материалов: алюминия, стали, латуни и 

меди. Образцы имеют следующие размеры: длина L = 55 мм, высота H=10 мм, ширина 

B=10 мм, высота рабочего сечения H1=8 мм. 

 
Рисунок 12.3 – Геометрическая модель испытуемого образца 

 

 Краткие теоретические сведения 

В деталях машин и механизмов, подвергающихся в процессе эксплуатации 

действию быстро возникающих ударов, напряжения резко изменяются. Поэтому 

предварительные испытания образцов металлов и сплавов, из которых они 

изготавливаются, проводимые под действием медленно и постепенно возрастающих 

статических нагрузок, не дают возможности судить о надежности конструкции в целом. В 

особенности это относится к деталям, изготовляемым из таких марок металла, которые 
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под влиянием определенных условий службы склонны переходить в хрупкое состояние 

под действием понижения температуры, наличия концентраторов напряжения, увеличения 

абсолютных размеров, повышения скорости деформации и других факторов. 

Незначительное сопротивление таких деталей быстродействующим динамическим 

нагрузкам будет особенно опасным для них. Поэтому, чтобы заранее проверить 

склонность материалов к хрупкому разрушению, их подвергают испытаниям в условиях 

действия ударных нагрузок. 

 

Порядок выполнения лабораторной работы 

1. Перед началом работы следует ознакомиться с устройством копра для 

проведения испытания. Необходимо обратить внимание на соблюдение осторожности при 

проведении работы на маятниковом копре во избежание несчастного случая при падении 

маятника. Записать тип маятника копра, его вес P, длину L, угол падения до испытания α в 

градусах, предельную энергию копра Аmax. Измерить размеры испытуемого образца.  

2. Образец поместить на опоры копра, при этом надрез должен быть расположен 

симметрично относительно опор и обращен в сторону, противоположную удару.  

3. Освободить маятник, который падает и разрушает образец. По шкале 

зафиксировать угол, образовавшийся между стрелкой маятника и упором, равный углу 

взлета или непосредственно по шкале маятника, если она градуирована в единицах 

работы. 

  coscos  LPA ,     (12.1) 

где P – вес маятника, L – длина маятника, α – угол подъема маятника до удара, β – в угол 

подъема маятника после удара. 

4. Вычислить удельную ударную вязкость материала образца по формуле: 

S

A
d n  ,      (12.2) 

где А – это работа удара, затраченная на излом образца; S – площадь поперечного сечения 

образца (в месте надреза). 

 Для представления результатов эксперимента рекомендуется использовать таблицу 

12.1. 

 

Таблица 12.1 – Результаты эксперимента 

Материал 

Геометрические характеристики образца Удельная 

ударная 

вязкость dn, 

кДж/м2 
B, м H1, м S, м2 

Алюминий     

Сталь     

Латунь     

Медь     

 

Контрольные вопросы 

1. В чём заключается сущность метода испытаний материала на ударную вязкость? 

2. Какие свойства материала характеризуют большие и малые значения ударной 

вязкости? 

3. Как используется величина ударной вязкости? 

4. Чем вызвано отличие свойств материалов при статических и динамических 

испытаниях? 

5. Для чего делают надрез на образце при определении ударной вязкости? 


