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1. ГАРМОНИЧЕСКОЕ КОЛЕБАНИЕ ПОДВЕСНОГО МАЯТНИКА 

Если маятник отклоняется от 
положения покоя на угол φ, 
возвращающая сила будет следующей: 

 

                           (1.1) 

  
 Для малых углов φ: 
 

                             (1.2) 

 
Момент инерции ускоряемой массы 

определяется как 
 

                             (1.3) 

 
Уравнение движения для простого 

гармонического колебания: 
 

              
 

 
             (1.4) 

 
Период колебаний T равен 
 

                 
 

 
        (1.5) 

 
В этом эксперименте период 

колебаний измеряется для маятников 
различной длины и массы с помощью 
фотоэлектрического датчика, 
подключенного к цифровому счетчику. 
Цифровой счетчик обеспечивает 
измерение времени после каждого 
полного колебания маятника. 

 
 Измерения наносятся на график 
зависимости Т от L и другой график 
зависимости Т от m. Эти графики (рис. 1.1–
1.3) показывают, что период колебаний 
зависит от длины маятника, но не от 
массы. 

 
Рис. 1.1 – Зависимость: Период колебаний–

Длина маятника (T-L) для различных 
значений массы маятника 

 
Рис. 1.2 – Зависимость: Период колебаний–
Масса маятника (T-m) для различных длин 

маятника 

 
Рис. 1.3 – Зависимость: Квадрат периода 

колебаний–Длина маятника (T2-L) 
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2. ЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ КОЛЕБАНИЕ ПОДВЕСНОГО МАЯТНИКА 

В данном эксперименте колебания подвешенного маятника измеряются с 
помощью двух перпендикулярно установленных датчиков динамической силы. Затем 
оцениваются амплитуды компонентов колебаний и их разность фаз. Фазовый сдвиг 
между колебаниями будет отображаться непосредственно на двухканальном 
осциллографе. 

Рассматриваются три частных случая колебаний: 
а) Маятник качается вдоль линии, разделяющей угол между двумя датчиками силы 

пополам, фазовый сдвиг φ = 0° (рис. 2.1).  
б) Маятник движется по окружности, фазовый сдвиг φ = 90° (рис. 2.2). 
в) Маятник движется вдоль линии, перпендикулярной линии, разделяющей угол 

между двумя датчиками силы пополам, фазовый сдвиг φ = 180° (рис. 2.3). 
 

 
Рис. 2.1 – Функция колебаний маятника при фазовом сдвиге 00 

 
Рис. 2.2 – Функция колебаний маятника при фазовом сдвиге 900 

 
Рис. 2.3 – Функция колебаний маятника при фазовом сдвиге 1800 
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3. МАЯТНИК С ПЕРЕМЕННЫМ УСКОРЕНИЕМ СВОБОДНОГО ПАДЕНИЯ 

Когда ось маятника наклонена, составляющая ускорения свободного падения, 
параллельная оси gpar, становится неэффективной, потому что ось зафиксирована. 
Оставшийся компонент, который является эффективным geff, определяется по 
следующему уравнению: 

                                   (3.1) 

где α – угол наклона оси маятника к горизонтали. 
Когда маятник отклоняется на угол φ от его положения покоя, подвешенный груз 

массой m испытывает возвращающую силу, равную 
                             (3.2) 

Для малых углов: 
                               (3.3) 

Угловая частота колебаний маятника равна: 

   
    

 
                 (3.4) 

Период маятника: 

     
 

    
                   (3.5) 

Таким образом, укорочение маятника приводит к сокращению периода, а 
уменьшение эффективной составляющей ускорения свободного падения увеличивает 
период (рис. 3.1-3.2). 

 
Рис. 3.1 – Зависимость: Период колебаний–Эффективная составляющая ускорения 

свободного падения (T-geff) для различных длин маятника 

 
Рис. 3.2 – Зависимость: Период колебаний–Длина маятника (T-L) для различных углов 
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4. РЕВЕРСИВНЫЙ МАЯТНИК КАТЕРА 

Если физический маятник свободно колеблется относительно своего положения 
покоя с небольшим отклонением φ, то его уравнение движения выглядит следующим 
образом: 

 

   
                   (4.1) 

где J – момент инерции относительно оси, m – масса маятника, d – расстояние между 
осью и центром тяжести маятника. 

Уменьшенная длина физического маятника составляет 

  
 

   
              (4.2) 

Математический маятник такой длины колеблется с таким же периодом 
колебаний. 

Момент инерции маятника: 
                              (4.3) 

где Jc – момент инерции относительно центра тяжести. 
 Таким образом, для двустороннего маятника с двумя точками крепления, 
разделенными расстоянием s, уменьшенная длина должна быть равна 

    
  

   
                   

  

       
                      (4.4) 

 Они одинаковы, если двухсторонний маятник установлен таким образом, чтобы 
период колебаний был одинаковым для обеих точек крепления. В этом случае: 

   
 

 
   

 

 
 
 

 
  

 
                (4.5) 

и 
                             (4.6) 

Период колебаний T равен 

      
 

 
                   (4.7) 

Реверсивный маятник позволяет перемещать массу M2 между точками крепления. 
Второй большой противовес массой M1 крепится в двух положениях. Периоды колебаний 
T1 и T2, связанные с уменьшенными длинами L1 и L2 маятника, измеряются как функция 
положения X2 груза M2 (рис. 4.1). 

Две кривые, полученные из измерений T1(X2) и T2(X2), дважды пересекаются при 
значении T=T1=T2. Эти значения используются для расчета ускорения свободного падения: 

   
  

 
 
 

                   (4.8) 

где s – расстояние между двумя точками опоры. 

 
Рис. 4.1 – Зависимость: Период колебаний–Положение груза M2 (T-X2) для различных 
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5. ПРОСТЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 

Согласно закону Гука связь между прогибом x и возвращающей силой F 
определяется выражением: 

                       (5.1) 
где k – жесткость пружины. 
 Для груза массой m, подвешенного на пружине: 

   
   

   
                 (5.2) 

 Это применимо до тех пор, пока можно пренебречь массой самой пружины и 
любым трением, которое может возникнуть. 

Уравнение движения: 

            
 

 
           (5.3) 

 Ультразвуковой датчик движения определяет расстояние между собой и грузом, 
подвешенным на пружине. Период колебаний T определяется как интервал между двумя 
крайними точками синусоиды. Уравнение 5.3 показывает, что период колебаний равен 

      
 

 
                 (5.4) 

Из уравнения 5.4 можно вывести следующее: 

   
   

 
                   (5.5) 

Измеренные значения наносятся на графики (рис. 5.1-5.2). Наклоны прямых линий 
на графике соответствуют значениям жесткости пружин. 

 

Рис. 5.1 – Зависимость: Квадрат периода колебаний–Масса груза (T2-m) для различных 
значений жесткости пружины 

 

Рис. 5.2 – Зависимость: T2/m–4π2/k 
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6. КРУТИЛЬНЫЙ МАЯТНИК ПОЛЯ 

Для свободно колеблющегося, но затухающего крутильного маятника уравнение 
движения имеет вид: 

   

   
     

  

  
   

                     (6.1) 

где δ       ,   
      , J – момент инерции, D – константа пружины, k – коэффициент 

демпфирования. 
 Пока затухание не является чрезмерным и выполняется условие δ<ω0: 

          
                                   (6.2) 

где      
    . 

 Начальная амплитуда A0 и фазовый угол ψ являются произвольными параметрами, 
которые зависят от отклонения и скорости крутильного маятника в момент времени t=0. 
Таким образом, маятник будет колебаться со следующим периодом: 

   
  

 
                      (6.3) 

 Амплитуда колебаний со временем уменьшается: 

         
                      (6.4) 

 В этой лабораторной работе колебания маятника исследуются с различными 
степенями демпфирования, которые можно установить, изменяя ток, подаваемый на 
вихретоковый тормоз. Период колебаний измеряется с помощью секундомера. Опыт 
демонстрирует, что период колебаний не зависит от начального отклонения или скорости. 
 Для определения величины затухания измеряется уменьшение отклонений 
маятника от нулевого положения.  

Уравнение 6.4 определяет амплитуду колебаний как положительное значение. Это 
означает, что необходимо учитывать абсолютные значения левого и правого пределов 
перемещения маятника. Если построить график натурального логарифма амплитуды в 
зависимости от времени, получатся прямые линии с наклоном -δ. В реальном 
эксперименте будут наблюдаться некоторые отклонения от линейной зависимости, 
поскольку сила трения не точно пропорциональна скорости, как предполагается в 
виртуальном эксперименте. 

 
Рис. 6.1 – Зависимость: Натуральный логарифм амплитуды диска–Время колебаний  

(ln(A)-t) для различных значений вихревого тока торможения 
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7. ВЫНУЖДЕННЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

 Уравнение движения исследуемой системы: 
   

   
     

  

  
   

                              (7.1) 

где       ,   
     ,       , J – момент инерции, D – константа пружины, k – 

коэффициент демпфирования, M0 – амплитуда внешнего крутящего момента, ωE – угловая 
частота внешнего крутящего момента. 
 Решение представленного дифференциального уравнения состоит из однородной 
и неоднородной составляющих. Однородная составляющая эквивалентна затухающему 
простому гармоническому движению (см. лаб. раб. №6). 
 Однородная составляющая экспоненциально уменьшается со временем, и ей 
можно пренебречь (в сравнение с неоднородной составляющей). 
 Неоднородная составляющая решения 

                                   (7.2) 
связана с внешним крутящим моментом и остается значимой, пока присутствует этот 
крутящий момент. Амплитуда возбудителя колебаний равна 

   
  

    
    

  
 
        

 
           (7.3) 

 Она становится тем выше, чем ближе частота ωE возбуждения к собственной 
резонансной частоте ω0 вращающегося маятника. Резонанс возникает при ωE=ω0. 
 Фазовый сдвиг: 

         
      

  
    

                      (7.4) 

В данной лабораторной работе строится график зависимости амплитуды 
затухающих колебаний от частоты возбуждения (рис. 7.1). 

 
Рис. 7.1 – Зависимость: Амплитуда диска–Напряжение двигателя (A-U) для различных 

значений вихревого тока торможения 
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8. СВЯЗАННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Колебание двух идентичных связанных маятников можно рассматривать как 
суперпозицию двух собственных колебаний. Эти собственные колебания можно 
наблюдать, когда оба маятника колеблются в фазе или в противофазе. В первом случае 
оба маятника колеблются с частотой, с которой они колебались, если бы не было связи с 
другим маятником. Во втором случае эффект связи максимален, а собственная частота 
выше. Остальные колебания можно описать путем наложения собственных колебаний. 

Уравнение движения маятников имеет вид 
                     

                     
                      (8.1) 

где g – ускорение свободного падения, L – длина маятника, k – константа связи. 
Для колебаний          и          уравнение движения: 

           

                
                   (8.2) 

                            

                            
             (8.3) 

Следовательно, угловые частоты 

     
 

 
         

    

 
                 (8.4) 

и соответствуют собственным частотам для колебаний в фазе и противофазе. Отклонение 
маятников составляет 

 
   

 

 
                                                      

   
 

 
                                                      

   (8.5) 

 Параметры a+, a–, b+, и b– являются произвольными коэффициентами, которые 
могут быть вычислены из начальных условий для двух маятников в момент времени t=0. 

  
   

 

 
  

  

  
           

  

  
           

   
 

 
  

  

  
           

  

  
           

                          (8.6) 

   
  

 
                      

   
  

 
                      

                      (8.7) 

Следовательно, 

 
                        

                        
                               (8.8) 

     
     

 
         

     

 
                             (8.9) 

 Амплитуды скоростей ψ1 и ψ2 модулируются с угловой частотой ωΔ: 

 
                  

                  
                       (8.10) 

 Периоды собственных колебаний T+ и T- для синфазных и противофазных 
колебаний: 

   
  

  
    

 

 
                           

  

  
    

 

    
         (8.11) 

 Периода T для связанных колебаний в общем случае: 
  

 
   

 

  
 

 

  
                     

     

     
                       (8.12) 

 Период биения 
  

   
    

 

  
 

 

  
                   

     

     
                         (8.13) 
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9. МЕХАНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 

 Пусть ξ(x,t) – это поперечный прогиб веревки в точке x в момент времени t: 

                       
  

 
               (9.1) 

 Частота f и длина волны λ связаны соотношением 
                       (9.2) 

где c – скорость распространения волны. 
 Тогда возникает волна, движущаяся справа налево. 

                         
  

 
                (9.3) 

 В результате сложения двух волн образуется стоячая волна: 

                             
  

 
                              (9.4) 

 Если оба конца веревки зафиксированы (x=L), то 

               
  

 
                (9.5) 

 Это применимо только в том случае, если длина волны соответствует условиям: 

 

  

  
                           

 

   
  

              
  

 

            (9.6) 

 Частота волны: 

           
 

   
       (9.7) 

 Это означает, что условие 9.5 резонанса выполняется, только если длина L кратна 
половине длины волны. Резонансная частота должна соответствовать этой длине волны. В 
данном случае n – количество узлов в волне. Количество узлов равно нулю, если в 
колебательной функции есть только одна пучность. 
 В данном эксперименте среда распространения волны представляет собой 
веревку, закрепленную с одного конца. Другой конец связан с генератором колебаний на 
расстоянии L от фиксированной точки. Для возбуждения колебаний небольшой 
амплитуды переменной частоты f используется функциональный генератор. Этот конец 
веревки также можно рассматривать как фиксированную точку. 

Если резонансная частота отображается в зависимости от количества узлов (рис. 
9.1), все точки будут лежать вдоль прямой линии с наклоном: 

                          (9.8) 
 Следовательно, если длина L известна, скорость распространения волны может 
быть определена численно. 

 
Рис. 9.1 – Зависимость: Резонансная частота–Количество узлов (fn-n)  
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10. СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗВУКА В ВОЗДУХЕ 

 Согласно выводам Лапласа, звуковые волны в газах рассматриваются как 
изменения адиабатического давления или плотности. Скорость звука: 

   
  

  
 
 

 
                 (10.1) 

где p – давление, ρ – плотность, CP и CV – теплоемкости газа. 
 Для идеального газа при абсолютной температуре T: 

 
 

 
 

   

 
                         (10.2) 

где R=8,314 K/(моль·K) – универсальная газовая постоянная, M – молярная масса газа. 
 Следовательно, скорость звука в этом газе равна: 

     
  

  
 
   

 
                    (10.3) 

 Для разницы температур ΔT, которая не слишком велика по сравнению с эталонной 
температурой T0, скорость звука равна 

    
  

  
 
    

 
    

  

    
                (10.4) 

 Для сухого воздуха как идеального газа скорость звука равна: 
                                   (10.5) 

где T0 = 273,15 K = 0 0C. 
 В этой лабораторной работе время распространения t звукового импульса 
измеряется между двумя микрофонными зондами, расположенными на расстоянии s. 
Время распространения звука измеряется с помощью счетчика микросекунд с высоким 
разрешением. Нагревательный элемент используется для нагрева воздуха в трубке 
Кундта. Распределение температуры при охлаждении довольно равномерное, 
следовательно, достаточно измерять температуру в одной точке трубки Кундта. 
 Скорость звука рассчитывается как отношение пройденного расстояния s ко 
времени распространения звука t: 

                      (10.6) 
 На рис. 10.1-10.2 показаны основные экспериментальные зависимости. 
Температурная зависимость скорости звука описывается уравнением 10.3 с параметрами: 

                                             (10.7) 

 
Рис. 10.1 – Зависимость: Время 

распространения звука–Расстояние  
(t-S) для различных температур среды 

 
Рис. 10.2 – Зависимость: Скорость 

распространения волны–Температура (c-T) 
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11. СТОЯЧИЕ ЗВУКОВЫЕ ВОЛНЫ 

 Звуковые волны распространяются в воздухе и других газах за счет быстрых 
изменений давления и плотности. Их проще всего описать на основе звукового давления, 
которое накладывается на атмосферное давление. В качестве альтернативы звуковому 
давлению p скорость звука v также может использоваться для описания звуковой волны.  
 Звуковые волны генерируются динамиком на расстоянии L от стенки трубки 
Кундта. Эти волны колеблются с частотой f. Если L является целым числом, кратным 
половине длины волны, давление имеет противоузел, а скорость – узел: 

     
  

 
                 (11.9) 

 Частоты должны удовлетворять следующему условию резонанса: 

      
 

   
               (11.10) 

Во время эксперимента частота f динамика непрерывно изменяется, а датчик 
микрофона измеряет звуковое давление на отражающую стенку. Резонанс возникает, 
когда сигнал микрофона достигает максимальной амплитуды. 

Определенные резонансные частоты fn должны иметь длины волн 

   
   

 
            (11.11) 

На рис. 11.1 показано распределение амплитуды по длине трубки Кундта. На рис. 
11.2 показана зависимость частоты первого резонанса от соответствующей длины волны. 

 
Рис. 11.1 – Зависимость: Амплитуда–Длина трубки (A-L)  

для различных значений частоты звуковой волны 

 
Рис. 11.2 – Зависимость: Частота первого резонанса–Длина волны (f1-λ1)  
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12. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУКА В СТЕРЖНЯХ 

 Распространение звука в стержнях вызывается механическими колебаниями 
материала стержня. В этом случае связь между изменениями во времени и пространстве 
сжимающего напряжения σ и удлинением ξ стержня определяется следующими 
уравнениями: 

  

  
   

  

  
                  

  

  
 

 

 
 
  

  
       (12.1) 

где v  
  

  
 , ρ – плотность материала стержня, E – модуль упругости материала стержня. 

 Это приводит к следующим волновым уравнениям: 

 
   

   
 

 

 
 
   

   
                       

   

   
 

 

 
 
   

   
            (12.2) 

 Скорость распространения продольных волн равна 

    
 

 
             (12.3) 

 В длинных стержнях многократно отраженные звуковые импульсы четко 
разделены во времени. В коротких стержнях они легко накладываются друг на друга и 
образовывают «стоячие волны». 

Скорость продольных звуковых волн определяется по времени, за которое они 
проходят длину стержня и обратно по формуле (рис. 12.1): 

                          (12.4) 
где L – длина стержня. 
 Это связано с тем, что звуковой импульс проходит длину стержня дважды (до 
другого конца и обратно) за время T. 
 Модуль упругости для каждого из материалов определяется с помощью уравнения 
12.3 из измеренной скорости распространения и плотности стержней, определенной 
путем их взвешивания (таблица 12.1). 

Таблица 12.1 – Скорость продольных звуковых волн в различных материалах 

Материал CL [м/с] Ρ [г/см3] E [ГПа] 

Стекло 5370 2,53 73 

Алюминий 5110 2,79 73 

Дерево 5040 0,74 19 

Сталь 4930 7,82 190 

Медь 3610 8,84 115 

Латунь 3550 8,42 106 

Акрил 2170 1,23 6 

ПВХ 1680 1,50 4 

 
Рис. 12.1 – Зависимость: Двойная длина стержня–Время распространения звука (2L-t) 

для различных материалов стержня 

0 

20 

40 

60 

80 

100 

0 100 200 300 400 500 

2
L 

[с
м

] 

Время распространения t [мкс] 

Медь 
Алюминий 
Стекло 
Латунь 
Дерево 
Сталь 
Акрил 
ПВХ 



 

   13 

 

Виртуальная лаборатория общей физики 
Механические колебания и волны 

2021 

ССЫЛКИ НА ИНФОРМАЦИОННЫЕ ИСТОЧНИКИ 

1. https://www.3bscientific.com – Каталог лабораторного оборудования для 
проведения физико-технических экспериментов, содержащий более 135 
экспериментов по всему спектру физики, от классической до современной. 

2. https://www.ld-didactic.de – Лабораторные установки, охватывающие научные и 
инженерные дисциплины, методическое обеспечение и литература для студентов 
и преподавателей. 

3. https://phys.libretexts.org – Онлайн-библиотека по физике LibreTexts – тексты с 
открытым доступом для улучшения последипломного образования на всех уровнях 
высшего образования. 

4. https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum – «Pendulum» статья веб-ресурса Wikipedia – 
открытой энциклопедии. 

5. https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum_(mathematics) – «Pendulum (mathematics)» 
статья веб-ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

6. https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_harmonic_motion – «Simple harmonic motion» 
статья веб-ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

7. https://en.wikipedia.org/wiki/Kater%27s_pendulum – «Kater's pendulum» статья веб-
ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

8. https://es.wikipedia.org/wiki/P%C3%A9ndulo_de_Pohl – «Péndulo de Pohl» статья веб-
ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

9. https://en.wikipedia.org/wiki/Torsion_spring – «Torsion spring» статья веб-ресурса 
Wikipedia – открытой энциклопедии. 

10. https://en.wikipedia.org/wiki/Oscillation – «Oscillation» статья веб-ресурса Wikipedia 
– открытой энциклопедии. 

11. https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_mode – «Normal mode» статья веб-ресурса 
Wikipedia – открытой энциклопедии. 

12. https://en.wikipedia.org/wiki/Wave – «Wave» статья веб-ресурса Wikipedia – 
открытой энциклопедии. 

13. https://en.wikipedia.org/wiki/Transverse_wave – «Transverse wave» статья веб-
ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

14. https://en.wikipedia.org/wiki/Speed_of_sound – «Speed of sound» статья веб-ресурса 
Wikipedia – открытой энциклопедии. 

15. https://en.wikipedia.org/wiki/Standing_wave – «Standing wave» статья веб-ресурса 
Wikipedia – открытой энциклопедии. 

16. https://en.wikipedia.org/wiki/Longitudinal_wave – «Longitudinal wave» статья веб-
ресурса Wikipedia – открытой энциклопедии. 

17. https://www.physicsclassroom.com – большая коллекция интерактивных физических 
симуляций HTML-5 для планшетов iPad и Chromebook, наполненная упражнениями 
для развития навыков, физическими симуляциями и игровыми задачами. 

https://www.3bscientific.com/
https://www.ld-didactic.de/
https://phys.libretexts.org/
https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum
https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_harmonic_motion
https://en.wikipedia.org/wiki/Kater%27s_pendulum
https://es.wikipedia.org/wiki/P%C3%A9ndulo_de_Pohl
https://en.wikipedia.org/wiki/Torsion_spring
https://en.wikipedia.org/wiki/Oscillation
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_mode
https://en.wikipedia.org/wiki/Wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Transverse_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Speed_of_sound
https://en.wikipedia.org/wiki/Standing_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Longitudinal_wave
https://www.physicsclassroom.com/

